Gazd. mat.l. januar 14-i vizsgadolgozat megoldasa,
és tanacsok a vizsgara valo felkésziilléshez

Tandcsok a felkésziiléshez:

e A janudr 14-i vizsgdn a hallgatdk tobb mint fele elégtelent kapott. Ennek {6 oka az, hogy na-
gyon sokan késziiletlentil jottek el vizsgazni, kb 15-en kevesebb mint 30 perc elteltével beadtdk
a (lényegében iires) dolgozatukat, a bukédsok tobbsége a minimum kérdések nem teljesitése miatt
tortént.

e A minimum kérdésekbdl nagyon nehéz elérni az 50%-ot, ha az elméleti kérdésekre 0 pontot kap
valaki, a legfontosabb elméleti kérdéseket most dede jeloli a definicidk és tételek kigytijtésében.
Eloszor ezeket kellene megtanulni, megérteni. Ha valaki megértette a definiciét, tételt, akkor sokkal
konnyebben megjegyzi.

e A vizsga alapkovetelménye a differencidl- és integralszamitas és alkalmazasaik. A minimum kérdések
feladat része differencidlas és integrélds, mér ezekkel is teljesithatd az 50% de csak akkor, ha
ezekre kozel hibéatlan a vdlasz. Az eddigi vizsgakérdéseknél 54% -ot lehetett elérni az el6bb
emlitett alapkovetelmény teljesitésével, 24%-ot elméleti résszel, 22%-ot hatdrértékek kiszamitasaval,
fliggvényabrazoldssal.

e Elemi fliggvények differencidldsa, egyszerii parcidlis integralds és egyszeri helyettesitéses integralas
(f6leg azokat melyekre képlet is van) alapkovetelmény. A differencidlasi szabalyok, alapintegrélok
(és az alapintegralok bovitett (egy a paramétert tartalmazé integralok) véltozata) megtanuldsa
nélkiil nincs sok esély a sikeres vizsgara.

e A tovdbbi dolgozatok felépitése, pontozasa az eddigiekhez hasonlé lesz, a kérdések természetesen
valtoznak.

e Az idén az elméleti rész és a kérdések szama és nehézsége is csokkent a tavalyihoz képest kb 10%-kal,
ennek ellenére a bukasok szama nem csokkent a korabbiakhoz képest. Ebben a félévben tapasztalom
elOszor, hogy a vizsgakurzusos hallgatok egy része jobban felkésziilt, mint a friss els6évesek, pedig
ez a multban forditva volt.

e A vizsgaanyag megtanulhatd, de id6 kell hozza, aki a félév soran nem tanult, annak tobb idét kell
szannia a felkésziilésre.

e Ajanlom a janudr 14-i megoldasok attanulméanyozasat is, amit az alabbiakban taldlnak meg.



I. rész (minimum kérdések)
1. Definicié: Valés szamhalmaz torlédési pontja. (4 pont)

Az a € R pontot az A halmaz torldddsi pontjinak nevezziik, ha a bdrmely kérnyezetében van a-tdl
kiilonbo6z6é A-beli pont.

2. Definicié: Fiiggvény hatérértéke egy pontban. (4 pont)

Azt mondjuk, hogy f-nek van (véges, vagy végtelen) hatarértéke az xy pontban, ha van olyan
a € R, bévitett valés szam, hogy barmely olyan D-beli (z,),en sorozatra, melyre li_>m Ty = X €8
n—oo

Ty # Xo, teljesil a li_)rn f(zn) = a egyenléség. a-t az [ fliggvény xz¢ pontbeli hatdrértékének nevezziik,
n (o]

és lgn f(x) = a-val, vagy f(z)— a (z— xz¢)-lal jeloljiik.
T—T0

3. A hatdarozott integrél tulajdonsagai (legaldbb 4 tulajdonsag). (4 pont)

Ha f,g:[a,b] = R, f,g€ Rla,b], akkor barmely c € R és barmely a < d <b mellett

f+g€Rlab, és /<f+g)=/f+/bg,
¢ f € Rlab, és /b(c'f)zc-/f,

feRlad, feRdb, és /f:/f+/f,

b b
Ha f,g:[a,b] =R, f,g€ Rla,b] és f(x)<g(x) (z € la,b]), akkor/fﬁ/g.

a

4. Derivélja az f(z) = arctan(y/z + 22) + 2722123 g(x) = (cosz)?*"* fiiggvényeket! (8 pont)
fla) = ! L on) p ooy ()
14+ (Vx+22)2 \ 2yz ’
g/($) — (eQSinx-ln(cosx))/ — e2sinx~ln(cosx) <2 COS T - 111(608.%’) 1 2sinx _ Sinm) .
cos x

5. Hatérozza meg az / dz, /(3: —5)e”* dx integralokat! (10 pont)

)
V8 — x?
5 z
———=dx =5)arcsin—= +C
/m V8
/(a: —5)e¥dr =—(x—5)e " —|—/ez dr=—(x—5)e " —e "+ C

x
ahol az elsé integrélasnal az / dx = arcsin — + C képletet alkalmaztuk, a masodiknal parcidlisan
a

1
VaZ — 72

integraltunk f/ = e %, g = x — 5 vélasztdssal, f = —e %, ¢ = 1.

(Osszesen elérhetd: 30 pont)



II. rész

1. Definicié: Bijektiv fiiggvény. (4 pont)

Az F : A — B fiiggvényt bijektivnek (vagy kolcsonosen egyértelmiien B-re képezOnek) nevezziik, ha
injektiv és sziirjektiv.

2. Definicié: Sor konvergencidja és Osszege. (4 pont)
A > ay, sort konvergensnek nevezzik, ha részletosszegeinek s, = a; +ag + -+ + an, (n € N) sorozata
konvergens, a

lim s, = s

n—oo
hatarértéket a sor dsszegének nevezzik
3. Kétszer differencidlhaté konvex és konkav fiiggvények jellemzési tétele. (4 pont)

Ha f:I — R kétszer differencialhaté I-n, akkor
e f konvex I-n akkor és csakis akkor, ha f”(z) >0 (z
e [ konkév I-n akkor és csakis akkor, ha f”(z) <0 (x ;
e (f linedris I-n akkor és csakis akkor, ha f"(z) =0 (z € I)).

14 in(3
4. Szémitsakia lim im0 o arertékeket! (A masodik feladat fiiggvény
n—00 \/bn2 + 12n — /bn2 — 2 @=0e* —1
hatérértékének kiszamitasal) (10 pont)
14 14 VEnZ + 12n 4 v/5n? — 2

VEn2 4+ 12n — V/5n2 — 2 - VEn2 4+ 12n — vV5n2 — 2V6m2 + 12n + Vom2 — 2

14 (\/5n2 120+ V5n? — 2) 14 <\/5 F12/n+ /5 — 2/n2> 14.2. 8
= = - )

12n — 2 12—-2/n 12
sin(3x) . 3cos(3x) 3
im =lim ———— = -,
0 2% — 1 =0 2e2r 2
ahol a masodik hatarérték kiszamitdsdhoz a L’Hospital szabalyt hasznaltuk.
27, ha x < 2,
5. Vézoljaaz f(z) = fiiggvény grafjat, és ennek segitségével dllapitsa meg értelmezési

4—2x, hax>2,
tartomanyat, értékkészletét, szakadasi pontjait, jobb- és baloldali hatarértékét a szakadasi pontokban
és a végtelenekben (ha léteznek)! (10 pont)



A grafot az aldbbi dbra mutatja:

Ertelmezési tartomany Dy =R, értékkészlet Ry = R\ {0}, szakaddsi pont xo = 2, a hatdrértékek:

5 e
6. Hatdrozza meg az / ﬁdw ) / el 3% dy integralokat! (12 pont)
1
5z 5 , 5(2+2%)713
4 _ 2 ) 2\/ 9 2 14d _s\e=rs) C
/(2+x2)14x 2/( Py (24 a?) Mar = 28Ty

—+o00 t
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/ el dr = lim el 3% dr = lim _€ = lim _€ + S e—.

t— 400 t—+o0 3 1 t— 400 3 3 3

1
7. Hatdrozza meg az f(z) = 2° — 622 — 362 (v € R) fiiggvény zérushelyeit, lokdlis szélséérték-helyeit (és
azok tipusat), konvex, konkédv szakaszait, inflexids helyeit, és dbrézolja a fliggvényt (/180 ~ 13,4)! (14
pont)

A zérushelyek:
f(z) = 2% — 62° — 362 = x(2* — 62 — 36) =0
+ 144
6\/£ — 34+ \/@/27 To ~ —3,7, r3 ~ 9,7 mindharom zérushely egyszeres,

a graf atmetszi e pontoknal az = tengelyt.
A staciondrius pontok: az

-bél 1 =0, x93 =

f'(x) = 32% — 120 — 36 = 3(2® — 4o — 12) = 0,

egyenletbdl (megolddképlettel) xg4 = —2, x5 = 6.
Az inflexiés hely: az

f"(z) =6z —12, 62—12=0
egyenletbdl zg = 2 lehet, ez valdoban inflexiés hely, mivel e pontban a masodik derivalt elGjelet valt. f
konkév a | — 0o, 2] szakaszon, konvex a [2, o[ szakaszon.
Mivel f”(z4) < 0 az x4 pontban szigori lokélis maximuma van a fiiggvénynek, f”(z5) > 0 alapjdn az x5
pontban szigord lokalis minimuma van.



Az f fiiggvény grafjat a kovetkez6 dbra mutatia :
200

100 4

-100
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8. Vazolja a sikban az A = {(z,y) € R? : 0 < z —2% < y < 2%} halmazt és szamolja ki a

//(2y —3x 4+ 7) dr dy kettds integralt! (12 pont)

IN
\.I—‘

Az A halmazt a kovetkezd dbra mutatia:
i

0.5+

-0,5

Az A halmaz els6faju normél tartomény, az integral kiszamitdsa:

22

1
//(Qy 3x+7) dxdy:/ /2y—3x+7)dy dz.
A 0

7172
A bels6 integral

22

2
/ 2y —3x+7)dy = [y — 3xy + 7y] 2= ot — 323 + 72% — (2t + 32 — T2?) = —623 + 1422,

—x2

igy
1

62t 142371 -6 14
//(2y 3x+7) d;rdy:/ 6x3+14x2)d1‘: v —I—i =— 4+ —.
4 3 |, 4 3

A 0

(Osszesen elérhetd: 70 pont)



