14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Véletlen események
Val6szinlisége véletlen eseményeknek van,
@ melyekrdl nem tudjuk elére megmondani, hogy bekévetkeznek-e,
vagy sem;
@ és amelyek

e vagy véletlen jelenségek megfigyelésével kapcsolatosak
(amikor a kortlményeket nem tudjuk befolyasolni),

e vagy pedig véletlen kimenetelii kisérletekkel kapcsolatosak
(amikor befolyasolni tudjuk a kériilményeket).
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Példak:
@ Mindségellendrzés: n termékbdl kivalasztunk m darabot
(m < n), és megszamoljuk, hogy hany selejtes van;
lehetséges kimenetelek: az Q :={0,1,2,..., m} halmaz elemei;
@ Hagyomanyos lottd: megjeldliink 5 szamot 90-bdl, és
megszamoljuk, hogy hany talalatunk van;
lehetséges kimenetelek: az Q := {0, 1,2, 3,4,5} halmaz elemei;

@ Ragalyos fert6zés terjedése, csapadékmennyiség alakulasa,
szeizmograf mozgasa, sorhosszlsag alakulasa pénztaraknal,
szerencsejatékok, tozsdei aringadozasok.
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Elemi események: a kisérlet/megfigyelés lehetséges
kimenetelei.
@ Esemeénytér: az elemi események halmaza; jeldlés: Q.

@ Esemény: az eseménytér bizonyos A C Q részhalmaza, amit
ugy értlink, hogy ha az w € Q elemi esemény kdvetkezik be, akkor

@ w € A esetén bekdvetkezik az A esemény is,
o w¢ A eseténaz A esemény nem kovetkezik be.

@ Biztos esemény: amely mindig bekdvetkezik;
be lehet azonositani az Q ¢ Q részhalmazzal.

@ Lehetetlen esemény: amely sohasem kdvetkezik be;
be lehet azonositaniaz # c Q Ures részhalmazzal.
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Logikai mUveletek eseményekkel

@ Minden A eseménnyel kapcsolatban tekinthetjik az A ellentett
(komplementer) eseményét: ez pontosan akkor kévetkezik be,
amikor az A esemény nem kdvetkezik be; jeldlése: A.

@ Az A és B események 6sszege (unidja) az az esemény, amely
pontosan akkor kévetkezik be, amikor az A és B események
kozil legalabb az egyik bekdvetkezik; jeldlése: A+ B vagy AUB.

@ Az A és B események szorzata (metszete) az az esemény,
amely pontosan akkor kévetkezik be, amikoraz A és B
események mindegyike bekdvetkezik; jeldlése: A- B vagy AN B.

@ Az A és B események kiilonbsége az az esemény, mely

pontosan akkor kdvetkezik be, amikor az A esemény
bekdvetkezik, a B esemény pedig nem; jeldlése: A— Bvagy A\ B.
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

A logikai mliveletek tulajdonsagai

@ kommutativitas: A+B=B+A,
A-B=B-A
@ asszociativitas: A+ (B+ C)=(A+ B) +

A-(B-C)=(A-B)-C.

@ idempotencia: A+ A=A,
A-A=A
@ disztributivitas: A-(B+C)=(A-B)+ (A
A+(B-C)=(A+B)-(A+
@ de Morgan-féle azonossagok: A+B=A-

@ kilénbség: A-B=A-B.

C,
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Diszjunkt események

Azt mondjuk, hogy az A és B események diszjunktak (kizarjak
egymast), ha egyszerre nem kdvetkezhetnek be.

Az A és B események akkor és csak akkor diszjunktak, ha A-B = @.J

Azt mondjuk, hogy az A esemény maga utan vonja a B eseményt,
haaz A esemény bekdvetkezése esetén mindig bekdvetkezik a B
esemeény is; jelolése: A= B.

A kovetkez0 allitasok ekvivalensek:
e A= B;
@ ACB;
e B= A
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Eseményalgebra

Egy Q eseménytér bizonyos eseményeibdl allo A rendszert
eseményalgebranak neveziink, ha tartalmazza a biztos eseményt, és
zart a komplementerképzésre és a véges unidképzésre.

Példaul Q o6sszes részhalmazainak A := 29 rendszere

o-algebra

Egy eseményalgebrat o-algebranak neveziink, ha zart a
megszamlalhat6 unidképzésre.
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Példak:
@ Egy pénzdarab feldobésa esetén
Q = {fej, iras}.

De lehet a fejhez a 0, az irashoz pedig az 1 szamot
hozzarendelni, és igy
Q=1{0,1}.
Nyilvan
A=2%={p,{0},{1},Q}.
Ekkor az elemi események szama: |Q| =2, az 0sszes
események szama pedig 29| = 4.
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

© n-szer egymas utan dobva egy pénzdarabbal:
Q={w=(ar,a,...,an) : ar,a,...,an € {0,1} }.

Ekkor |Q| =27, |29 = 22",

Ha n darab egyforma pénzdarabot egyidoben dobunk fel, akkor
is lehet ugyanezt az eseményteret tekinteni, hiszen a kisérlet
kimenetelét nem valtoztatja meg, ha megszamozzuk a
pénzdarabokat. De lehet csak a megkulilénbdztethetd
kimenetelekre szoritkozni: ezek szama n+ 1. Az els6
eseménytér altalaban alkalmasabb, mert példaul szabalyos
pénzdarab esetén az elemi események egyforma esélyliek!
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

© Egy zsékban n kilénb6z6 szinli golyd van. Kihtizunk ezek kozill
k darabot; négy lehetéség van aszerint, hogy visszatevéssel
vagy visszatevés nélkiil hizunk (az utobbi esetben k < n
szlikséges), és aszerint, hogy a sorrend szamit vagy a sorrend
nem szamit.

Ez a kisérlet ekvivalens azzal a kisérlettel, amikor n rekeszbe
helyezliink el k targyat; az el6bbi négy lehetdéség annak felel
meg, hogy egy rekeszbe tobb targy is keriilhet vagy csak egy,
illetve a targyak meg vannak kllénbdztetve, vagy nem.
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

sorrend
szamit
(variacio)

sorrend nem
szamit
(kombinacio)

visszatevés nélkdl
(ismétlés nélkdl)

(n— k)!

(1)

egy rekeszbe
legfeljebb egy
targy kerllhet

visszatevéssel
(ismétléses)

nk

)

egy rekeszbe
tobb targy is
kerllhet

a targyak
kilénbozbek

a targyak nem

kilonboznek
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Ha n kilénbdz6 elem kdzul huzunk visszatevés nélkll gy, hogy
a sorrend szamit, és kihlzzuk az 6sszes n elemet (ami azzal
ekvivalens, hogy n elemet sorbadllitunk; ezeket
permutacioknak nevezziik), akkor a lehetdségek szama

n:=1.2.....n,
hiszen az elsd hiuzasnal még n lehetdség van, a masodiknal
n—1, stb., és ezek szorzata adja az eredményt.

@ Ha n kilénbdzé elem kozll k elemet hizunk visszatevés nélkil
(ahol k < n) gy, hogy a sorrend szamit (ezeket ismétlés nélkdli
variacioknak nevezziik), akkor a lehetdéségek szama

n!
nn—-1)---(n—k+1)= ———
(1) (k1) = (2

amit az el6z6h6z hasonlé gondolatmenettel bizonyithatunk.
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Ha n kilonb6zd elem kozll k elemet hiizunk visszatevéssel
agy, hogy a sorrend szamit (ezeket ismétléses variacioknak

nevezzUk), akkor a lehetdségek szama

nk,

hiszen minden huzasnal n lehetdség van.
@ Ha n kilénbozo elem kozil k elemet hlzunk visszatevés nélkdl

(ahol k < n) Ugy, hogy a sorrend nem szamit (ezeket ismétlés
nélkiili kombinacidoknak nevezziik), akkor a lehetdségek szama

n\ n! ~n(n—=1)---(n—k+1)
k) k'(n—k) k! ’
hiszen a megfelel6 ismétlés nélkili variaciokat ugy lehet

megkapni, hogy a kihGzott k elemet az 6sszes lehetséges
modon sorbarakjuk; ezek szama pedig mindig k!.
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Ha n kilénbdzd elem kdzil k elemet hizunk visszatevéssel Ugy,
hogy a sorrend nem szamit (ezeket ismétléses kombinacioknak
nevezzlk), akkor a lehetAlségek szama

)

Ezt Ugy lehet belatni, hogy a kisérlet kimeneteleihez
egyértelmiien hozza lehet rendelni egy olyan sorozatot, mely
n—1 darab egyesbdl és k darab nullabdl all, mégpedig ugy,
hogy az els6 egyes elé irt nullak szama (ami 0 is lehet) jelenti az
elsd fajta elembdl huzottak szamat, az els6 és masodik egyes
kdzé irt nulldk szama jelenti a masodik fajta elembdl hdzottak
szamat, stb., az (n— 1)-edik egyes utan irt nullak szama jelenti az
n-edik fajta elembdl hizottak szamat; az ilyen nulla—egy sorozatok
szama pedig nyilvan ("¥7), hiszen azt kell megmondani, hogy
az n+ k —1 hely kozil melyik k helyre kertljon nulla.
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14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

© Advavan n kartya; ezeket osztjuk szét k jatékos kozott gy,
hogy sorban ny, no, ..., ny kartyat kapjanak, ahol
Ny + N>+ ---+ ng = n, és az egy jatékoshoz kertilé lapok
sorrendje nem szamit (ezeket ismétléses permutacioknak
nevezzUk). Ekkor az eseménytér elemeinek szama
|
K”ZET‘%T‘?
1! No! Ng!
hiszen a kartyak n! szamu permutaciéit ugy lehet ezekbdl a
leosztasokbol megkapni, hogy az egy jatékoshoz kerllt ny, no,
..., N kartyat tetszbleges sorrendbe helyezzik.

© Addig dobalunk egy érmével, mig az elso fejet sikertl elérni.
Ekk
or Q = {1, ifiif iif, ..., ino ),

ahol i, azt alehetséges kimenetelt jel6li, amikor csak irast
dobunk a végtelenségig.
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14.2 Val6szinliség

Gyakorisag, relativ gyakorisag

Ha egy A eseménnyel kapcsolatban n darab véletlen, fliggetlen
kisérletetet hajtunk végre, akkor A gyakorisaga az a szam,
ahanyszor A bekdvetkezik; ez egy véletlen mennyiség, melynek
lehetséges értékei: 0,1,...,n; jeldlése: kn(A).

kn(A)
—

Az A esemény relativ gyakorisaga: r,(A) :=

Tapasztalat:

ha n-et ndveljik, azaz egyre tobb kisérletet hajtunk végre, akkor az A
esemény relativ gyakorisaga egyre kisebb kilengésekkel ingadozik egy
P(A) szam korll; ezt nevezzik A valdsziniiségének.
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14.2 Val6szinliség

Relativ gyakorisag tulajdonsagai

@ 0 < ry(A) <1 tetszbleges A esemény esetén.
@ ry(0) =0, () =1.
@ ha A és B egymast kizar6 események, akkor
(AU B) = ry(A) + ry(B).
@ ha Ay, Ay,...paronként egymast kizaré események, akkor

o0

n (/QAj> = /; In(A)).

@ r(A) =1 —ry(A) tetszbleges A esemény esetén.
@ ha A C B események, akkor rp(A) < ry(B).

0 2007. aprilis 25.  17/95



14.2 Val6szinliség

(2, A,P) harmas, ahol

@ Q egy nemires halmaz (az eseménytér);

@ AcC 22 az Q bizonyos részhalmazaibél all6 o-algebra
(az események rendszere);

@ P: A — R olyan leképezés, melyre
@ P(A) €[0,1] tetszbleges A c A esetén,
Q P(Q) =1,
@ ha A, A, ... € A paronként diszjunktak, akkor

P </QA/> = /f; P(A).

(Ezt a tulajdonsagot o-additivitasnak nevezziik).

Egy A esemény esetén a P(A) szamot az A valdsziniiségének, a
P: A — R leképezést pedig valosziniiségeloszlasnak nevezziik.
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14.2 Val6szinliség

A valészinliségeloszlasok tulajdonsagai

@ P(0) =0. (Hiszen ha P(0) > 0 volna, akkor a o-additivitasban
Ay = A; = ... = () valasztassal ellentmondasra jutnank.)

@ Ha A, A, ..., A, € A paronként diszjunktak, akkor
n n
P< UA,-) => P(4).
j=1 j=1

(Haszndljuk a o-additivitast Ap.1 = Apio = ... =0 esetére,
és alkalmazzuk azt, hogy P(0) = 0.)
Ezt a tulajdonsagot véges additivitasnak nevezzik.

@ P(A)=1-P(A).
(Hiszen Q = AU A diszjunkt felbontas, igy a véges additivitassal
1=P(Q)=P(AUA) = P(A) + P(A).)
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14.2 Val6szinliség

A valészinliségeloszlasok tulajdonsagai

@ Ha A= B, azaz A C B, akkor
P(A)<P(B),  P(B\A)=P(B)-P(A).
(Hiszen A C B esetén B= AU (B\ A) diszjunkt felbontas, ezért
P(B) = P(A) + P(B\ A) = P(A).)
Ezt a tulajdonsagot monotonitasnak nevezzik.

o Tetszbleges A, B € A esetén

P(AuB) =P(A)+P(B) — P(An B),
hiszen
AUB=[A\(ANB)]U[B\ (AnB)]U(ANB)

diszjunkt felbontas, ezért ANBC A és AN B C B miatt
P(AuB) = [P(A) - P(AnB)] + [P(B) — P(An B)] + P(AN B).
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14.2 Val6szinliség

A valbszinliségeloszlasok tulajdonsagai

o Tetszbleges A,B,C € A esetén
P(AuBUC)=P(A)+P(B) + P(C)
—P(AnB)-P(ANnC)—-P(BNC)

+P(AnBNC),
hiszen

P((AUB)UC) = P(AUB) +P(C) —P((AUB)N C)
és
P((AuB)NC) =P((AnC)uU(BNC))
=P(ANC)+P(BNC)-P((AnC)N (BN C)),
ahol (ANC)N(BNC)=ANnBNC.
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14.2 Val6szinliség

Diszkrét valészinliségi mezo

Q véges vagy megszamlalhatéan végtelen, azaz
Q= {U.)1,UJ2, 000 ,wN}

Q= {wi,wo,...}

vagy

alaku, és A = 29,

Valészinlségek kiszamolasa diszkrét valoszinliségi mezdben
Tetszbleges A € A esemény eléall az

A= | {wi}

itwi€A
diszjunkt felbontas alakjaban, igy

P(A)= ) P({wi}).

iwi€A
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14.2 Val6szinliség

Ezért diszkrét valészinliségi mezdben elég megadni az elemi
események valdszinliségeit, a

Pi = P({w,-}), i = 1,2,...

szamokat ahhoz, hogy tetsz6leges esemény valészinliségét ki tudjuk
szamolni.

Nyilvan sziukséges az, hogy ezek a {py,po,...} szamok
nemnegativak legyenek és 6sszeglk 1 legyen, hiszen

> pi= Pl =P (Ut ) =P(@) = 1.

Ekkor azt mondjuk, hogy a {p1, p2,...} szamok eloszlast alkotnak.
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14.2 Val6szinliség

|
N

Egyenletes eloszlas véges halmazon

Q ={wi,ws,...,wn},

és az elemi események egyenld esélyliek, azaz

P({wr}) = P({wz}) = ... = P({wn}) =

Val6szinliségek véges halmazon egyenletes eloszlas esetén
- ¥ Plen-g T 1=

iwi€A I wi€A

vagyis . .
kedvezo kimenetelek szama

P(A) = — . _ .
@ 0sszes kimenetelek szama
Ez a valoszinliség kiszamitasanak klasszikus képlete.
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14.2 Val6szinliség

Példak:

@ Két érmét feldobva mennyi annak a valdsziniisége, hogy egy fej

és egy iras legyen az eredmény?
Ekkor a két érmét megkliléonbdztetve az
Q = {ff fi, if, ii}

eseményteret kapjuk, amelyben a kimenetelek egyforma
valészinlségulek, igy az

A = {fi, if}
esemény valdszinlisége

2 1
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14.2 Val6szinliség

Példak:

@ Mennyi a valészinlisége, hogy egy n tagu tarsasagban van
legalabb két olyan személy, akiknek ugyanakkor van a
sziiletésnapja? (Feltessziik, hogy a sz6kbnap nem lehet.)

Nyilvan n > 365 esetén (a ,,skatulya-elv” miatt) ez a biztos

esemeny, igy ekkor a valészinliség 1.

Ha pedig n < 365, akkor az ellentett eseménnyel szamolva

 365-364--(365 —n+ 1)

P(A) =1 3657

0.284
365! 0.476

(365 — n)!-365" ) 0.507
0.891

=1-

han=16
han=22
ha n=23
han=40
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14.2 Val6szinliség

Egyenletes eloszlas R¥ véges mértékii részhalmazain

Q c R¥ véges mértékii, és ,,minden pont egyenld esély(l”, azaz egy
A C Q részhalmaz valészinlisége A mértékével aranyos, vagyis

(=22
1(€2)
ahol p azilletd halmaz mértékét jeldli:
@ k=1 esetén 6sszhossz,
@ k =2 esetén terllet,
@ k =3 esetén térfogat.
Ez a valosziniiségek geometriai kiszamitasi modja.
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14.2 Val6szinliség

Példa: Egy egységnyi hosszusagl szakaszt két, talalomra kivalasztott
ponttal harom szakaszra bontunk fel. Mennyi annak a valosziniisége,
hogy a harom szakaszbdl haromszéget lehet szerkeszteni?

Az eredmény a [0, 1] x [0,1] négyzet azon részhalmazanak terllete,
melynek pontjaira fennéllnak a kévetkez6 egyenlétlenségek:

O<x<y<1, O<y<x<1,

1- 1-

y <y, vagy X <X,
x<1-—x, y<i1-y,
y—x<1-y+x, X—y<1—x+y,

azaz
O<x<i<y<A, O<y<i<x<i,
{ i vagy { i
y—x<3, X—y<j.

Ezért a keresett valészinliség 1/4.
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14.3 Feltételes valdszinliség

Feltételes relativ gyakorisag

Ha n flggetlen kisérletet végzlink, akkor az A esemény feltételes
relativ gyakorisaga azon feltétel mellett, hogy a B esemény
bekovetkezett

kn(ANB) (AN B)

m(A| B) = (B) ~ rm(B)

Feltételes valdszinliség
Az A esemény feltételes valosziniisége a B feltétel mellett (azaz
ha tudjuk, hogy a B esemény bekdvetkezett)
P(AN B)

P(B) ’

P(A|B) =

hacsak P(B) > 0.
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14.3 Feltételes valdszinliség

Példak:

@ Mennyi a valésziniisége, hogy egy kétgyermekes csaladban
mindkét gyerek fiu, ha feltételezz(ik, hogy egy gyerek egyenlo
valosziniiséggel lehet fit vagy lany, és tudjuk, hogy

e az idésebb gyerek fiu;
o legalabb az egyik gyerek fia ?

Ekkor az eseménytér
Q = {FF,FL,LF,LL},

melynek elemei egyforman 1/4 valészinliséglek. Legyen
A := {mindkét gyerek fiu} = {FF},
B := {az id6sebb gyerek fiu} = {FF,FL},
B, := {legalabb az egyik gyerek fia} = {FF,FL, LF}.
Nyilvan An By = AN By, = {FF}, igy
P(A|B)=1/2, P(A|B)=1/3.
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14.3 Feltételes valdszinliség

© Bridzsnél osztaskor 2 dszt kapott valaki. Mennyi a valésziniisége,
hogy a masik 2 asz a partnerénél van?

. , , 52!
Az 6sszes leosztasok szama W’

L o L (4 48 39!
ezek egyforma valoszinlségliek. Ezekbdl <2> . <11> : REDE

olyan leosztas van, melynél az elso jatékos 2 aszt kap, és ezek

k6z6tt pedig 4 48 37 06|
(2)-(51)- (1) - rare

olyan leosztas van, melynél a masik 2 asz a partnerénél van.
Tehat a keresett feltételes valdszinliség

© -G &

@Gy
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14.3 Feltételes valdszinliség

Lancszabaly

P(A1 ﬂAQﬁ"‘ﬂAn)

= P(A1)P(A2 ’ A1)P(A3 | A1 ﬂAg)P(An ’ A1 ﬂAgﬂ---ﬂAn_1),
hacsak P(AiNAxN---NA,_1)>0.

A jobb oldal
P(A)P(A'IHAQ) P(A1ﬁA2ﬁA3)P(A1ﬂA2ﬂﬁAn_1ﬂAn)
YTP(A) P(AINA) P(A N AN Ars)
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14.3 Feltételes valdszinliség

Példa: Huzzunk ki a 32 lapos magyar kartyabol harmat visszatevés
nélkdl. Mennyi a valésziniisége, hogy az elsé és a harmadik kihuzott
lap piros, a masodik pedig nem az?

Jeldlie i =1,2,3 esetén A; azt az eseményt, hogy az i-edik hizas
eredménye piros. Ekkor
8 1 — 24 — 7
P(A) =55 =7 P(RlA) =755  P(As|AinA) =
9y 124 7 7

Persze lehetne hasznalni azt az eseményteret is, amely az elsé harom
kihdzott lapbol all a sorrendet is figyelembe véve; ekkor |Q| = 32-31-30,
és a kimenetelek egyenl6 valészinliségliek. Mivel a kedvez0 esetek

szdma 8-24 -7, igy a keresett valoszinliség 52445 = 1is.
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14.3 Feltételes valdszinliség

Telijes eseményrendszer

Az eseménytér megszamlalhato diszjunkt felbontasa, azaz események
A, Ao, ... véges vagy végtelen sorozata, melyek egymast paronként
kizarjak, és unidjuk az egész eseménytér, vagyis

ANA =0 ha i#j, és A= Q.
i
i

Egy teljes eseményrendszer eseményei kdzil mindig pontosan egy
kovetkezik be, és
D P(A)=1.
i
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14.3 Feltételes valdszinliség

Teljes valoszin(iség tétele

Ha az A4, Ao, ... pozitiv valészinliségll események teljes
eseményrendszert alkotnak, akkor tetszéleges B eseményre

P(B) = Z P(B | A;) - P(A).

Bizonyitas. Nyilvan B = U(BnN A;) diszjunkt felbontas, hiszen
I

B:BmQ:Bm(%Ak):%{J(BmAk),
€s i #j esetén

(BNA)N(BNA)=BnANA =0,
ugyanis AiNA; = (. Ezért

P(B)=) P(BnA)=) P(B|A)-P(A).
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14.3 Feltételes valdszinliség

Példa: Harom gép csavarokat gyart. A selejt aranya az elsé gépnél
1%, a masodiknal 2%, a harmadiknal 3%. Az 6ssztermék 50 %-at
az elsé gép, 30 %-at a masodik, 20 %-at pedig a harmadik allitja elé.
Mi a valészinlisége annak, hogy az dssztermékbdl véletlenszeriien
valasztott csavar selejtes?

Jeldlje B azt az eseményt, hogy selejtet huzunk, i =1,2,3 esetén
pedig A; azt, hogy a kihuzott csavar az i-edik gépen késziilt. Ekkor

P(B|A;)=0.01, P(BJA))=0.02,  P(B|As)=0.03,
P(A1) =025, P(Az2) = 0.3, P(As) = 0.2,

igy
P(B)=0.01-0.5+0.02-0.3+0.03-0.2=0.017.
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14.3 Feltételes valdszinliség

Bayes-formula
Ha A és B pozitiv valoszinliségli események, akkor

_P(A)-P(B[A
P(A|B) = BB
Bizonyitas: P(A|B) = w és P(ANB) =P(A)-P(B| A).

Bayes-tétel

Ha az Aq, A, ... pozitiv valoszinliségli események teljes
esemeényrendszert alkotnak és P(B) > 0, akkor

P(A)) - P(B | A)

PLAB) = SP(BTA)-P(4)

Bizonyitas: A Bayes-formulaval P(A; | B) = w. A teljes

valészinliség tételével P(B) =) P(B| A)) - P(A)).
j
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14.3 Feltételes valdszinliség

Példa: Mennyi a feltételes valdsziniisége az el6z6 példaban annak,
hogy az els6, masodik, illetve harmadik gépen gyartottak a kivalasztott
csavart azon feltétel mellett, hogy az selejtesnek bizonyult?

0.01-05 5 6

P(As[B) = P(Az2|B) =

\ o

0017 1

3 P(As|B) =

1

\‘
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14.4. Flggetlen események

Flggetlen események

Azt mondjuk, hogy az A és B események fliggetlenek, ha
P(An B) =P(A) - P(B).

Ha A és B pozitiv valoszinliségli események, akkor a kdvetkezd
allitasok ekvivalensek:

@ A és B flggetlenek;

e P(A[B)=P(A);

e P(B|A)=P(B).

Ha P(A) =0 vagy P(A) =1, akkor A tetszbleges B eseménytdl

figgetlen.
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14.4. Flggetlen események

Paronként fliggetlen események

Azt mondjuk, hogy az Aj, Ao, ... események paronkeént
fuggetlenek, ha kdzilik barmely két esemény fliggetlen.

(Teljesen) fliggetlen események

Azt mondjuk, hogy az Aj, A, ... események (teljesen) fliggetlenek,
ha tetszbleges i, bo, ..., ik kiillonb6zo indexekre

P(A, NA,N---NA,)=P(A;,)P(A,)---P(A,).

A\,

Lehetséges, hogy példaul harom esemény paronként fliggetlenek, de
nem (teljesen) fliggetlenek.
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Val6szinlségi valtozo / véletlen mennyiség, eloszlasfliggvény

Ha (Q,.A,P) valoszinliségi mezo, akkora & : Q — R leképezés
valosziniiségi valtozo / véletlen mennyiség, ha tetszdleges x € R
esetén {we Q:¢{(w) < x} € A Ekkoraz F.:R — [0,1],

Fe(x) :=P{¢{ < x}
fuggvényt ¢ (kumulativ) eloszlasfliggvényének nevezziik.

Eloszlasfliiggvény

Egy F:R — [0,1] figgvény akkor és csak akkor lehet
eloszlasfliggvénye valamely ¢ : Q — R valdszinliségi valtozénak, ha
@ F monoton ndvekvo,

@ F balrdl folytonos,

Q@ lim F(x)=0, lim F(x)=1.

X——400

|

v
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Diszkrét valoszinliségi valtozé

A £:Q — R valoszinliségi valtozé diszkreét, ha lehetséges értékeinek
halmaza, a {{(w):w € Q} értékkészlet megszamlalhato.

A ¢ diszkrét valoszinliségi valtozo eloszlasa az a P, valészinliségi
mérték a ¢ lehetséges értekeinek X := {x1, Xo,...} halmazan,
melyre P¢({x;}) =P({w € Q:&{(w) = xi}), xi € X.

Diszkrét valészinliségi valtozé eloszlasfliggvénye

Egy ¢ diszkrét valészinliségi valtozé eloszlasfliggvénye olyan 1épcsds
flggvény, mely a lehetséges értékeknél ugrik, és az ugras nagysaga
az illetd érték valészinlisége. Ha a ¢ lehetséges értékeinek halmaza
X :={x1, X, ...}, akkor

Fex)= > Pe({x}), xeR

{i:xj<x}
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Példak:
@ Két kockat dobva a dobott szamok dsszegét jeldlje &. Hatarozzuk
meg & eloszlasat!

Ekkor ¢ diszkrét valdszinliségi valtozo; lehetséges értékeinek

halmaza:
X =1{2,8,...,12},
eloszlasa:
k—1
—_— ha2< k<7
pecij=d ®
18—k ha7 < k <12
36 - =

2007. &prilis 25. 43 /95



14.5 Valbszinliségi valtozok

@ Binomialis eloszlas.

n flggetlen kisérlet
A esemény, p:=P(A)
A gyakorisdga: ¢ := kn(A)
diszkrét valoszinliségi valtozo;
lehetséges értékeinek halmaza:
X =1{0,1,2,...,n},
eloszlasa

Ple=kt = (J0) (1 - P,

melyet (n,p) paraméterii binomialis eloszlasnak nevezlnk.
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14.5 Valbszinliségi valtozok

© Elsodrendii negativ binomialis eloszlas.
A esemény, p:= P(A)
Addig végziink flggetlen kisérleteket, mig A eldészor bekovetkezik.
¢ := az ehhez sziikséges kisérletek szama;
lehetséges értékeinek halmaza:

X={1,2,...,00},
eloszlasa: k=1,2,... esetén

P{¢=kl=p - (1-p)T,
igy

Plé=o0}=1-P{<oo}=1-3 Plé=k}=1-p) (1-p)'=0
k=1 k=1

Ekkor ¢ eloszlasat elsorendii p paraméterii negativ
binomialis eloszlasnak (vagy geometriai eloszlasnak) nevezzik.
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14.5 Valbszinliségi valtozok

© Hipergeometrikus eloszlas.
Egy dobozban M piros és N — M fekete goly6é van (M < N).
Visszatevés nélkidl huzunk ki n golyét (n < N).
¢ := akihuzott piros golyék szama;
lehetséges értékeinek halmaza: olyan k értékek, melyekre
teliesil 0<k<n, k<M, és n—k<N-M,

eloszlasa:
() (k)
k n—k
P{§ =k} = -
n
Ekkor ¢ eloszlasat (n,M,N — M) paraméterii
hipergeometrikus eloszlasnak nevezzik.
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14.5 Valbszinliségi valtozok

© Poisson eloszlas.

Mazsolas kalacsot siitlink; 1000 gramm tésztdba n =50 darab
mazsolat teszlink. Egy szelet stlya 25 gramm, tehat N = 40
szelet készil. Minden mazsola egyforma valészinliséggel kerilhet
bele barmely szeletbe, és a mazsolak egymastol fliggetlendl
,,mozognak”. Jeldlje ¢ egy kivalasztott szeletbe kerlil6 mazsolak
szamat. Lehetséges értékeinek halmaza X = {0,1,...,50},

eloszlasa
50\ / 1 \X 1\ %0k
een-(3) (&) ()"

tehat ¢ eloszlasa n-edrendi 1/N paraméterAf binomiélis
eloszlas.
Mi térténik, ha ndveljik a tészta mennyiségét?
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Ha n mazsolat hasznalunk fel 20 - n gramm tésztaba, akkor
N =20-n/25 szelet készll, igy a binomialis eloszlas paramétere

pn:=1/N=X/n, ahol X\ :=5/4 az egy szeletre atlagosan jutd
mazsolak szama. Ekkor

. n _
lim_ <k>pﬁ(1 — pn)" K

P () ) e

= —e8
n n k!

Ha egy n valoszinlségi valtozo lehetséges értékei a nemnegativ
egész szamok és k =0,1,

. esetén
e
P(77 = k) - Fe )\7

ahol X\ > 0, akkor azt mondjuk, hogy 7 eloszlasa \ paraméterii
Poisson—eloszlas.
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Valbszinliségi valtozo slrliségfliggvénye

Ha (Q,.A,P) valoszinlségi mezd, ¢ : Q — R valdszinlségi valtozo
és létezik olyan f; : R — [0,00) flggvény, melyre

X
Fe(x) = / fe(t) dt, x € R,

akkor az f; fuggvényta ¢ slriiségfliggvényének nevezzik.
(Nem egyértelmlien definialt!)
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Valbszinliségi valtozo silrliségfliggvénye

Ha a < b, akkor
P{a<€<b}—F§ / fé(t dt
Ha az f. sUrliségfliggvény folytonos az x € R pontban, akkor
Fi(x) = fe(x).

Egy f:R — [0,00) flggvény akkor és csak akkor lehet
sliriségfliggvénye valamely ¢ :Q — R valoszinliségi valtozénak, ha

/_Zf(t)dt:1.
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon

Ha az [a, b] intervallumon valasztunk véletlenszer(ien egy ¢ pontot
ugy, hogy egy A C [a, b] részhalmazba esés valdszinlisége az illetd
részhalmaz mértékével aranyos, akkor ¢ eloszlasfliggvénye nyilvan

0 ha x < a,
Fe(x) = Z:Z ha a<x<b,
1 ha x > b.

Ekkor a ¢ valdszinliségi valtozét egyenletes eloszlasunak nevezzik

a [a, b] intervallumon. Tovabba

—— haa<x<b

f(x)={b—a =X=
0 egyébkeént

flggveny sirliségfiggvénye £—nek.
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Normalis eloszlas

Ha a ¢ valdészinliségi valtozo silrliségfliggvénye

1 _ (x—m)2
€ 22 X eR
V2ro ’

alaku, ahol m e R, o > 0, akkor azt mondjuk, hogy ¢ normalis
eloszlasu (m o ) paraméterekkel.
Az, hogy [ f(x)dx =1, abbdl kévetkezik, hogy

</OO e,xz/z dX) / / X +y )/2 dXdy
2 00 . . r—o0

= / </ re=" /2 dr) dp =27 {—efr /2} = 27.
0 0 r=0
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Exponencidlis eloszlas

Jeldlje a ¢ valdszinliségi valtoz6 egy radioaktiv atom élettartamat. Ez
rendelkezik az igynevezett orokifju tulajdonsaggal: ha t,h > 0,

akkor
P{¢>t+h|E >t} =P{{>h},

vagyis annak ellenére, hogy tudjuk, hogy az atom mar megélt t idot, a
még hatralevd élettartam eloszlasa éppen olyan, mint a teljes
élettartam eredeti eloszlasa. Mivel
Ple>t+hex>t)
P{e>t+h|e>t) =
és P{¢>t+h >t} =P{¢>t+h}, ezérta G(t) :=P{{>t}
tulelési fliggveényre teljesil

G(t+ h)

G(t)

= G(h).
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Be lehet latni, hogy ha G folytonos, akkor létezik olyan A\ > 0, hogy
G(ty=e M ha t>0.
Ezért ¢ eloszlasfliggvénye
o) 0 ha x <0,
1—e ™ hax>0

alaku, ahol X\ > 0. Ezt az eloszlast \ paraméterii exponencialis
eloszlasnak nevezziik. Van sirliségfliggvénye:

{o ha x < 0,

f(x) —
(x) Ae ™ hax>0.

Bomlasi allando:

Ta ey

.1 :
— < > = =
,LmnohP{t_§<t+h]£_t} f|7[>n0h
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Val6szinliségi vektorvaltozé

£:Q-RN azaz ¢=(&,...,&),
ahol &:Q— R, i=1,..., k valészinliségi valtozok
eloszlasfiiggvénye: F;:RK — R,

Fe(xt,...oxk) = P{& < X1, & < Xk}

Valészinliségi vektorvaltozé sirliségfliggvénye

Ha létezik olyan f; : RX — [0,00) fiiggvény, melyre

F£X1,..., / / 11,...,tk)dt1...dtk

teljestil minden (xi,...,Xx) € R¥ pontban, akkor az f; fuggvényt ¢
siirtiségfiiggvényének nevezzik.

0 2007. 4prilis 25.  55/95



14.5 Valbszinliségi valtozok

Valbszinliségi vektorvaltozé slirliségfliggvénye
Nyilvan

by by
P{a,-gg,-gb,-,i:L...,k}:/ fg(ﬁ,...,tk)dﬁ...dtk,
ai ag
s6t tetszbleges B c RX (Borel-halmaz) esetén

P{(fh---,fk)eB}Z/H-/fg(h,...?tk)dﬁ ...dty,
B

tovabba ha F. k-szor folytonosan differencialhatd, akkor

. 8"F5(x1 5000 ,Xk)
N 0X4 ...8Xk

ff(X'Ia"' 7Xk)
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Diszkrét valoszinliségi vektorvaltozé

A ¢:Q — RF valésziniségi valtoz6 diszkrét, ha lehetséges
értékeinek halmaza, a {{(w):w € Q} értékkészlet megszamlalhato.

Ha (&,n) : Q — R? diszkrét, akkor ¢ és 7 is diszkrét. Ha ¢ és 7
lehetséges értékei xi,xo, ..., illetve yq,ys,..., akkor (&,n)
lehetséges értékeinek halmaza {(x;, y;):i,j=1,2,...}.
Ha ismerjik (¢,7n) eloszlasat, azaz a

P{gzxiﬂ?:yj} I7j:1>27
valdszinliségeket, akkor ki tudjuk szamolni ¢ és 7 eloszlasat is:

Ple=x}=) P{é=x,n=y}, Pln=y}=> P{E=x.n=y}
] i

Ezek (¢,17) peremeloszlasai / marginalis eloszlasai.
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Polinomialis eloszlas

n flggetlen kisérletet hajtunk végre egy A, Ao, ..., A, teljes

eseményrendszerre, p; := P(A;) (ekkor pi+po+---+ pr = 1). Ekkor

A; gyakorisaga: & := Kkn(A)), és &= (&,&,...,&) diszkrét
valészinliségi vektorvaltozé; lehetséges értékeinek halmaza:

eloszlasa

_ _ _ _ K1 Ko K

Pléi =k, &o=ko,....6r =K} = mﬂ Py ... P,

melyet (n,p1,p2,...,pr) paraméteri polinomialis eloszlasnak
nevezink. Peremeloszlasai binomialis eloszlasok:

I ]
pEsuts k,-!(nllk,-)!p/l'('“ —p)"h.
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Polihipergeometrikus eloszlas

|

Ha visszatevés nélkil htuzunk ki n golyot (n < N), és &; jeldli az
i-edik szinbdl hizott golyok szamat, akkor ¢ = (&1,&2,...,&,) olyan

(ki, ko, ..., kr) értékeket vehet fel, melyekre minden i=1,2,... r
esetén teljestl 0 < k; < N,, és ki + ko +--- + k, = n, tovabba

Ny (N Nr

(k) () -+~ (i)

P{e1 =k, o =ho,....& =k} =

N
)
Ekkor ¢ eloszlasat (n, Ny,...,N,) paraméterii

polihipergeometrikus eloszlasnak nevezzik.
Peremeloszlasai hipergeometrikus eloszlasok:

e

P{&i =k} = ™
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Haa (&) valészinliségi vektorvaltozonak létezik f;
slrlségfliggveénye, akkor a &, illetve n valdszinliségi valtozoknak is
létezik slirliségfliggvénylk, mégpedig

0= [ T hapdy. 6 = / (0, y) dx.

Ezek (¢,n) peremeloszlasai/ marginalis eloszlasai.

Flggetlen valoszinliségi valtozék

A ¢ és n valdszinliségi valtozokat akkor nevezziik fiiggetleneknek,
ha tetszbleges x,y € R esetén

P{€ <x,n<y}=P{{ <x}P{n <y},
azaz F¢,(x,y) = Fe(X)F,(y).

0 2007. 4prilis 25.  60/95



14.5 Valbszinliségi valtozok

Flggetlen valoszinliségi valtozék

Ha ¢ diszkrét valoszinliségi valtozd xq, xo,... lehetséges értékekkel
és n diszkrét valoszinliségi valtozd y, yo,... lehetséges értékekkel,
akkor ¢ és n flggetlensége azzal ekvivalens, hogy

Vi.j  P{& =X, n=y} = P{{=x}P{n =y}

Ha létezik (&, n)-nak f, slrlségfliggvénye, akkor £ és 7
flggetlensége azzal ekvivalens, hogy

Vx,y € R fen(X,y) = fe(X)F(y).

|

Val6szinliségeloszlasok konvoluciéja

Haa ¢ és n valoszinliségi valtozok fliggetlenek, akkor azt mondjuk,
hogy ¢ +n eloszlasaa ¢ és n eloszlasanak konvolucioja.
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Val6szinliségeloszlasok konvolucidja

Ha ¢ és n flggetlen diszkrét valészinliségi valtozok, és a lehetséges
értékeik nemnegativ egész szamok, akkor a
k
{E+n=k=JHc=n{n=k-1})

j=0

diszjunkt felbontas alapjan

k
P{c+n=k}=> P{¢=}P{n=k—j}, k=0.1,...
j=0
Haa ¢ és n fuggetlen valoszinliségi valtozoknak léteznek az f; és
f, strliségfliggvényei, akkor

fein(X) = /OO fe(u)f,(x — u) du, x € R.

— 00
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14.5 Valbszinliségi valtozok

Példak:

@ Ha ¢ és n fuggetlen binomialis eloszlasuak (ny,p) illetve
(2, p) paraméterekkel, akkor ezek konvollcidja ismét binomialis
eloszlas, mégpedig (n1 + no, p) paraméterekkel:

i’j%;_k (f7i1>pi(1 —p)n1/<'}2>p/(1 _p)nzfj _ (m : nz) pk(1 _p)nﬁnz,k.

@ Ha ¢ és n fuggetlen normdlis eloszlasuak (my,o2) illetve
(ma, 03) paraméterekkel, akkor ezek konvolucidja ismét normalis
eloszlas, mégpedig (my + mp, 02 + 03) paraméterekkel:

00 1 _ (u—my )2 1 _ (xfu—mz)2 1 _ (x=my 7m2)2
207 202 i 2(0‘2+o'2)
e 1 e 2 du=————c¢ 1toz)
—o0 V27O V2roo /on /012 + Ug
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14.6 Varhato érték

Intuicio:

Tekintslink egy ¢ : Q — R diszkrét valészinliségi valtozot xi, ..., xy
lehetséges értékekkel.

n flggetlen kisérletet hajtunk végre
Ak = {& = xx} relativ gyakorisaga

n(Ax) = P(Ak) = P{¢ = Xk},

ezértaz xi értéket korulbelll n-P{¢ = xx} esetben kapjuk, igy
a megfigyelt értékek atlaga kortilbeliil

N N
%Zxk -n-P{&=x¢} = ZXk -P{§ = X}
k=1 k=1
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14.6 Varhato érték

Val6szinlségi valtozo6 varhato értéke

Ha ¢:Q — R diszkrét valdészinliségi valtozd xq, xo, ... lehetséges
értékekkel, akkor az

E¢:=) x-P{&{=x
P

mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezzik, amennyiben ez a sor
abszolut konvergens, azaz ", |xk| - P{{ = Xk} < oc.

Ha ¢:Q — R egy abszolut folytonos valdszintiségi valtozo, melynek
sAtrAtségfiiggvénye f; : R — [0, 0), akkor az

E¢ = /Oo X fe(x)dx

—0o0
mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezzik, amennyiben ez az
improprius integral abszolut konvergens, azaz ff"oo |x|fe(x) dx < oo.

0 2007. &prilis 25.  65/95



14.6 Varhato érték

Példak:
@ Ha ¢ binomidlis eloszlasu (n,p) paraméterekkel, akkor

Ec=> k- (J)pa-prt=m
k=0

© Ha egy egységnyi oldali négyzetben valasztunk egyenletes
eloszlas szerint egy pontot, és ¢ jeldli a pontnak a legk6zelebbi
oldaltl val6 tavolsagat, akkor E¢ = 1, hiszen

0 hax <0
<0, 4-8x haxel0,}]
Fe(x)={1-(1-2x)2 h 0,3], f(x) = t
<(x) ( X) aX€[172] ¢(x) {0 egyébkeént,

x=0 6

1/2
Eg:/ x(4 —8x)dx = {2x2—3x
0
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14.6 Varhato érték

© Az A és B jatékosok a kdvetkez jatékot jatszak. Felvaltva
dobnak egy szabalyos érmét; A kezd, és az nyer, akinek el6szor
sikertl fejet dobnia. Az elsé dobasnal 2-2 forintot tesznek be, és
minden dobas elbtt duplazzak a tétet, azaz ha az n-edik dobasra
siker(l fejet dobni és n paratlan, akkor A nyer 2" forintot B-t0l,
ha pedig n paros, akkor B nyer 2" forintot A-tol. Mennyiaz A
illetve B jatékos varhato nyereménye?
Jelblie ¢ az A jatékos nyereményét (mely pozitiv, ha A nyer, és
negativ, ha A veszit). Ekkor ¢ lehetséges értékei 2, —4, 8, —16,

.és P{¢=2} =1, P{¢=-4} =1, ... Mivel
1 1 1
2-5+4 ;48 gt =T 41414 =00,

igy & varhat6 értéke nem létezik!

© Legyen £ olyan valdszin{iségi valtozé, melynek siirliségfliggvénye

fi(x) = ~iy- Ekkor nem létezik E¢, mert [°7 — Mo dx = oc.
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14.6 Varhato érték

Varhato érték tulajdonsagai

Ha ¢ és n valészinliségi valtozok és a,b € R, akkor
@ E(a¢) = aE¢ (homogenitas)
E(¢ +1n) = E¢+ En (additivitas)
E(a¢+bn) =aE¢+ b En (linearitas)
ha ¢ és n fuggetlenek, akkor E(¢n) =E¢-En
ha ¢ <n, akkor E¢ < En (monotonitas)
ha ¢ >0, akkor E£ > 0 (pozitivitas)
El¢l < |E¢]
E |¢n| < VEE En? (Cauchy-Schwartz egyenlétlenség)
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14.6 Varhato érték

Valbszinliségi valtozé fliggvényének varhatd értéke
Legyen g: R — R.

Ha ¢ diszkrét valészinliségi valtozé xi, x»,... lehetséges értékekkel,

akkor

Eg(&) =) g(x)-P{& = x},
K
amennyiben ez a sor abszolut konvergens.

Ha ¢ abszolut folytonos valdszinliségi valtozé f;
slrliségfliiggvénnyel, akkor

Eg(é) = / g0 (%) dx,

amennyiben ez az improprius integral abszolut konvergens.
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14.6 Varhato érték

Valészinliségi vektorvaltozé figgvényének varhat6 értéke

Legyen g:R — R2.

Ha ¢ és n diszkrét valoszinliségi valtozok xi, x»,..., illetve
Y1, ¥2,... lehetséges értékekkel, akkor
Eg(6n) =D 9(xk.ye) - P{& = xi,n = 1},
Kt

amennyiben ez a sor abszolut konvergens.

Ha (&,7m) abszolut folytonos valdsziniisegi vektorvaltozo f,,
slrliségfliggvénnyel, akkor

Eg(é,n) = / / 90, ¥) - fen(x, y) dxdy,

amennyiben ez az improprius integral abszolut konvergens.
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14.6 Varhato érték

Valbszinliségi valtozo varianciaja / szorasnégyzete

var¢ .= D¢ :=E [(¢ - E¢)?].

|

Variancia / szérasnégyzet kiszamolasa

var¢ = E [£2—26 E¢+(E€)?] = E(6%)-2ECEE+H(EE)? = E(¢?)—(E€),

igy ha ¢ diszkrét valészinliségi valtozoé xi, xo,... lehetséges
értékekkel, akkor

2
varé = xZ-P{¢=k} - (Zxk'P{fzk}> ;
K k

ha pedig ¢ abszolut folytonos valészinliségi valtozé f;
slrliségfliiggvénnyel, akkor

var¢ = /_Z X2 fe(x) dx — </_Z xfe(X) dx>2.
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14.6 Varhato érték

Variancia / szérasnégyzet tulajdonsagai
Ha ¢ és n valoszinliségi valtozék és a € R, akkor

@ var({ + a) = var¢ (eltolasinvariancia)

@ var(c- &) = ¢?-var¢ (homogenitas)

@ ha ¢ és n fuggetlenek, akkor var(¢ +n) =varé + varng
(additivitas)

Val6szinliségi valtozok kovariancigja
cov(¢,n) = E [(€ — E€)(n — En)]

Addicios képlet
Ha ¢ és n val6szinliségi valtozok, akkor

var(¢ +n) =varé + 2 cov(&,n) + varn
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14.6 Varhato érték

Példa:
Legyen n standard normalis eloszlasu, azaz normalis eloszlasu
(0,1) paraméterekkel. Ekkor

00 =L
En= x e ?2ax = 1 jim [_efxz/ﬂx —0,

1
Ven /;oo \/ﬂ iL(Hfoo x=K

— 400

_ 2/2
E(1?) / /= dx
F

[—Xe‘xz/ﬂ e X 2dx =1,

vl

varn = E(n?) — (E77)2 =1.

_JE
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14.6 Varhato érték

Ha pedig ¢ normalis eloszlasu (m,o?) paraméterekkel, akkor

E=o0-n+m,
ahol
&E—m
g
standard normalis eloszlasu, hiszen n eloszlasfliggvénye

7’]:

Fo(x)=P{n<x}=P {5 ;m < x} — P{¢ < o-x+m} = Fe(o-x+m),
igy n slrlségfliggvénye

1 2
£(X)=F.(X)=0-F(cx+m)=0c-f(ox+m)=——e X/?
(X) = F(X) e ) e ( ) Nir

ezért
E¢=0-En+m=m, varé = o2 -varn = o2
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14.6 Varhato érték

Valbszinliségi valtozok korrelacios egyutthatdja

S COUE )
corr(§,n) == N T

Ha corr(¢,n) = 0 azaz cov(&,n) =0, akkor azt mondjuk, hogy
¢ és n korrelalatlanok.

Ha
corr(¢,n) >0 azaz cov({,n) >0,

akkor ¢ és 7 pozitivan korrelaltak, ha pedig
corr(¢,n) <0 azaz cov({,n) <0,

akkor ¢ és 7 negativan korrelaltak.

Ha ¢ és n flggetlenek, akkor ¢ és 7 korrelalatlanok, de ez forditva
altalaban nem igaz.
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14.6 Varhato érték

Példa: Legyena (&,n) valoszmusegl vektorvaltozé egyenletes
eloszldsu a (—1,0), (0,—1), (0,1) és (1,0) pontokon, azaz

’
F’{£=71,UZO}ZP{SZO,n=*1}ZP{€=0,n=1}=F’{€=1,n=0}=1-

Ekkor E€=En=0 és E({n) =0 miatt
azaz ¢ és n korrelalatlanok, viszont a peremeloszlasok
Ple= 1} =Ple=1}=

P{n=-1}=Pln=1}=

, P{¢=0}=

, P{n=0}=
ezért ¢ és n nem flggetlenek, hiszen példaul

Ple=1,1=0}=7, Ple=1) Pl1=0}=¢.

)

N =N =

)

()
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14.6 Varhato érték

Kovariancia és korrelacios egyutthato tulajdonsagai

@ varé = cov(¢,¢§)
@ Ha ¢ és n val6szinliségi valtozok, akkor

cov(&,n) = cov(n, &), corr(&,n) = corr(n, &) (szimmetria)

@ Ha &,...,&n €s n1,...,nm valoszinlségi valtozok és
ai,...,an bq,...,bm € R, akkor

n m n m
cov (Z aig;, Z bjnj> = Z Z aibjcov(éj,n)  (bilinearitas)
i=1 j=1 i=1 j=1
@ |corr(¢,n)| <1, és |corr(§,n)| =1 akkor és csak akkor, ha
valamely a# 0 és b valés szamokkal P{n=a-¢+ b} =1
teljesdl; itt a > 0 illetve a < 0 aszerint, hogy corr(&,n) = 1
illetve corr(&,n) = —1.
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14.6 Varhato érték

Momentumok, ferdeség, csucsossag / lapultsag

Legyen ¢ valoszinliségi valtozd, k pozitiv egész. Ekkor
o k—adik momentum: E(¢)
o k-adik centralis momentum: E [(¢ — E¢)X]
o k-adik abszoliit momentum: E (|¢[¥)
o k-adik abszoltt centralis momentum: E [|¢ — E£[¥]

E [(¢—E&)°]
(E[(¢ —E£)3))*?
E[(6—E¢)?]
(E[(¢ — E€)2])?

o ferdeség:

@ csucsossag:

Tehat E¢ az els6 momentum, var¢ pedig a masodik (abszolit)
centralis momentum
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14.6 Varhato érték

Ha a,beR és a#0, akkor £ és a& + b ferdesége, illetve & és
a¢ + b csucsossaga megegyezik.

Példa: Legyen n standard normalis eloszlasu. Ekkor En=0, varn=1,

E(n°) = Lzﬂ / X3 X/2dx = 0,

47x2/2
7] / dx
" Ver
x3e—x°/2 2e=X°/2 4y — 2y _
r[ ] / dx =3E(i?) =3,

X—*OO

ezért n ferdesége és csucsossaga is 0.

Ha ¢ normalis eloszlast (m,o?) paraméterekkel, akkor ¢ = on+ m,
ahol 7 standard normalis eloszlasu, ezért ¢ ferdesége és
csucsossaga is 0.
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14.6 Varhato érték

Val6szinliségi valtozo kvantilisei, medianja, interkvartilise

Legyen g (0,1). A ¢q € R szam g-kvantilise a ¢ valdszinliségi
valtozénak, ha

P{¢ <cg} <q, és P{{>cs}<1-q
Az }-kvantilist mediannak nevezzik.

Az c3/4 — Cy/4 KUlOnbséget interkvartilisnek nevezzik.

Legyen
a:=inf{xeR:P{{>x} <1-q}, b:=sup{xeR:P{{<x}<q}.

Ekkor a< b, ésegy c € R szam akkor és csak akkor g-kvantilise
&nek,ha a<c<b.

Szoktak csak az %" szamot tekinteni a g-kvantilisnek.
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14.6 Varhato érték

Valbszinliségi valtozé kvantilisei

@ Haaz F¢(x)= q egyenletnek van megoldasa de csak egy, akkor
ezaz F;'(q) megoldas az egyetlen g—kvantilis.

@ Haaz F:(x)= q egyenletnek nincs megoldasa, akkor egyetlen
g—kvantilis van, mégpedig az a szam, ahol az F¢ flggvény
atugorjaa g szamot.

@ Haaz F:(x)= q egyenletnek tébb megoldasa van, akkor a
megoldashalmaz az (a, b] vagy [a, b] intervallum, és a
g—kvantilisek éppen az [a, b] intervallum pontjai.
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14.6 Varhato érték

Val6szinliségi valtozo6 kvantilisei médusza

Ha ¢ diszkrét valészinliségi valtozé xi, xo,... lehetséges értékekkel,

akkor az x; szam modusza ¢—nek, ha x—t a legnagyobb
valoszinliséggel veszi fel, azaz

P{{ =x} = SLIJ(p P{{ = x«}.

Ha ¢ abszolut folytonos valészinliségi valtozé f;

sliriségfiiggvénnyel, akkor az x szam modusza ¢-nek, ha x
globalis maximumhelye a sirliségfliggvénynek, azaz

fe(x) = sup fe(y).
yeR

() 2007. aprilis 25.

82/95



14.7 Fontos eloszlasok

p paraméterli Bernoulli-eloszlas

A esemeény, p:=P(A)

1 ha A bekdvetkezik,
0 ha A nem kovetkezik be

£ =ki(A) = {
diszkrét valoszinliségi valtozo; lehetséges értékei: 0 és 1, eloszlasa

Ezt az eloszlast p paraméteri Bernoulli-eloszlasnak nevezzik.

Nyilvan
E¢=p-1+(1-p)-0=p,
E(¢*) =p-12+(1—p)-0°=p,
varé = E(¢?) - (E€)? =p—p° =p(1 - p).
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14.7 Fontos eloszlasok

(n, p) paraméterli Binomidlis eloszlas

A esemény, p:= P(A); n flggetlen kisérlet; A gyakorisaga:
& := kn(A) diszkreét valészinliségi valtozo; lehetséges értékeinek
halmaza: {0,1,2,...,n}, eloszlasa

P{g=k} = (Z) pr(1—p)

1 ha A bekov. az i—edik alkalommal,
0 egyébkent,

akkor £ =& +---+&n, €s &,...,& fUggetlen, p paraméterl
Bernoulli-eloszlastak. Ezért

E{=E& +---+E& = np,
var{ =varéy +---+varé, = np(1 — p).
Modusza: |[(n+1)p], ésmeég [(n+1)p] —1 is,ha (n+ 1)p egész.

Ha &=
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14.7 Fontos eloszlasok

(n,M;N — M) paraméter( hipergeometrikus eloszlas

Egy dobozban M piros és N — M fekete goly6 van (M < N).
Visszatevés nélkll huzunk ki n goly6t (n < N), és £ jel6li a kihtzott
piros golyok szamat. Ekkor ¢ olyan k értékeket vehet fel, melyre
teljesil 0 < k<n, k<M, és n—k <N — M, eloszlasa

ore iy = (O

(%)

Ha ¢ — 1 ha a,z /,—ed|k golyé piros, akkor € = £+ + £, 652
0 egyébkeént,

&, ..., & valoszinliségi valtozok % paraméter(i Bernoulli-eloszlasuak,

DE NEM FUGGETLENEK! Példaul i+ esetén

P{€/=1a€/=1}=l\,<’,gl\,\/,l:11)), P{£;:1}:P{§,:1}:"A’l’.
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14.7 Fontos eloszlasok

M

E¢=E&+ +E&=n- 4,

var & = cov(¢, ) = cov <Z§,~,Z§j>
=1 =

=> "> cov(§, ) = Zvar§,+2 > cov(,§),

i=1 j=1

1<i<j<n
ahol MM cov(e ) MM —N)
Varg,—ﬁ _N ) I?é’j _NZ(N_1)7
igy
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14.7 Fontos eloszlasok

p paraméteri elsérend( negativ binomialis eloszlas

A esemeény, p:=P(A), melyre 0 < p < 1. Jeldlije £€:= az A elsd
bekbvetkezéséhez sziikséges fliggetlen kisérletek szamat; lehetséges
értékei: 1,2,... 00, eloszlasa: P{{ =0} =0, és

Ple=kl=p-(1-p)f ", k=12,

Ec=> k-p(1—p) " =p> k",
k=1 k=1

ahol g:=1—-p, és

o0 o0 D / .1 ! 1
D kg =) (q") = (Zq"> =< ) = 5,
k=1 k=1 k=0 1-q (1-9q)
gy 1 1
E¢=p.— = _.
$=p (1-92 p
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14.7 Fontos eloszlasok

k=1
=p> kad“ '+ pa) k(k—1)q“?,
k=1 k=1
ahol
(o) (o) (o] " 1 " 2
_ k-2 _ LAV K — —
> klk = 142 = 3() <,;)q> (1_q) e
igy
1 2—-p
E 2 = — + —
(&) p Pl AR T P
Végll
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14.7 Fontos eloszlasok

A paraméterli Poisson-eloszlas

P{¢=k}=—¢", k=0,1,..., ahol A > 0.

o0 )\k 3 3 B
Eg:kz_(:)k.k! Az(k_1 Z i _e)‘Ae’\:A,

— 2 N & s
=> k e :Z[k+k(k—1)]-k—e
k=0 ’ k=0
. s Ak . > \+2 NY:

varé = A+ 22 - A2 =
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14.7 Fontos eloszlasok

Egyenletes eloszlas az {1,2,..., N} halmazon

N 6N 6 ’

E(gz):ik2-1 N(N+1)@N+1) _ (N+1)(2N+1)

6 4 12
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14.7 Fontos eloszlasok

Egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon

0 ha x < a,
_ haa<x<b
Fe(x) = 2 Z ha a<x <b, fg(x){ba aasxs
N 0 egyébként

1 ha x > b.

¢=a+ (b—a)-n ahol n egyenletes eloszlasu a [0, 1]
intervallumon, hiszen

0 y <
Plr<y) =P{; =5 <y} =Pl <arb-am) = {y hao<y<t
1 hay>
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14.7 Fontos eloszlasok

y=0
y=1
y® 1
E(nz)—/ y2dy = [] =
3),, 3
varp—=+ 11
"T37 47 12
ezért
E§:a+(b—a)En:a+b_a:a+b,
2 2
(b—a)?

varé = (b— a)®varn = R
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14.7 Fontos eloszlasok

A paraméter(i exponencidlis eloszlas

f(x) = {o ha X <0, thol A>o0.

de ™ ha x>0,

o0 X=00
_ > —AX | ya—AX X=00 —AX _ _1 —AX _ 1
Eg_/0 X\e dX—[Xe } +/Oe dx_[ e ] =5

x=0 x=0

X=00

E(¢?) = /0 x?he M dx = [—xze_“} - 2/0 xe M dx

x=0
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14.7 Fontos eloszlasok

(m, o?) paraméter(i normalis eloszlas

e 202 | X € R, ahol meR, o> 0.

E¢=m, varé = o2, ferdesége 0, csticsossaga 0.

Eloszlasfliggvénye:

1 X 7(u—m)2
Fe(x) = / e 22 du, x cR.

210

—0o
Tovabba ¢ = o -1+ m, ahol n standard normalis eloszlasu, azaz
paraméterei m=0, o =1 igy eloszlasfliggvénye

1 X
d(x) = Fy(x) = \/27/ e ¥/2du, x € R,

melynek értékei tablazatokban megtalalhatdk.
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