Gazdasagi matematika II. vizsgadolgozat megoldasa,
2014. janius 10

A dolgozatirasnal iréeszkozon kiviil mas segédeszkoz nem hasznéalhato.
A dolgozat id6tartama: 90 perc.
Ha a dolgozat els6 részébdl szerzett pontok szama kisebb mint 15, akkor a dolgozat jegye
elégtelen, a masodik részt nem javitjuk ki.

I. rész (minimum kérdések)
1. (m,o?) paraméterii normalis eloszlds sfirtiségfiiggvénye. (4 pont)

MEGOLDAS: Az (m,0?) paraméterti normalis eloszlas siirtiségfiiggvénye
1 _@m?

fe(z) = e 22,  zeR
2ro
2. Diszkrét valoszintiségi valtozé varhaté értékének definicidja. (4 pont)
MEGOLDAS: Ha a £ : Q — R diszkrét valészinliségi véltozé lehetséges értékei w1, wo,..., akkor &

varhato értéke

EC:=) - P{E =y},
k

amennyiben ez a sor abszolit konvergens.

3. f: D C R? — R kétvaltozés fiiggvény szélséértékének masodrendii elegendé feltétele (determinénsok
segitségével). (4 pont)

MEGOLDAS: Tegyiik fel, hogy az f : D C R? — R Osszes méasodik parcidlis derivéltjai folytonosak az
xg € D bels6 pont egy kornyezetében, tovabba

O f(wo) = Oaf(w0) = 0,
azaz xg staciondrius pontja f-nek. Legyen

Aq(zo) : = 0101 f(x0)

_ | 0101 f(x0) 0102f (wo)
0201 f(x0)  D202f (x0)
I. Ha Aj(z9) >0, Agz(zg) > 0 akkor f-nek szigoru lokdlis minimuma van zo-ban,

IT. ha A1(z) <0, Agz(zg) > 0 akkor f-nek szigoru lokdlis maximuma van zo-ban,
III. ha  As(zp) < 0 akkor f-nek nincs szélséértéke zy-ban.

Of(x,y) 0*f(z,y)

Ag(xp) :

tg(z? + y?)

4. Szamitsa ki a oy owdy parcidlis derivéltakat, ha f(x,y) := (725 + e + 10) (z,y) € R?).
(8 pont)
MEGOLDAS:
2y
of(x,y)  cos?(x®+y?) 2y
oy  In(Tz3 +e* +10)  cos?(x2? + y2) - In(723 + €% + 10)’
2 —2y (2cos?(2? + y?))(—sin(z? + 3?))2x - In(723 + €® + 10) + cos?(z? + y2)211:2—+e“
" f(z,y) 723 + e +10

dzdy cos(x2 + y2) - In?(723 + e® + 10)

5. Egy részvény kiinduld ara szaz forint. Egy év mulva vagy haromszorosara novekszik az ara, vagy felére
csOkken, vagy pedig valtozatlan marad. A novekedés valdsziniisége harmad akkora, mint a cstkkenésé,

és 1/2 annak valdszintisége, hogy az ar valtozatlan marad. A kovetkez6 évben ugyanez torténik, az elsd
évi véltozastdl fiiggetleniil. Mi lesz két év miilva a részvényér eloszlasa? (Azaz milyen értékeket vehet
fel milyen valészintiséggel?) Mennyi két év milva a részvényar varhat6 értéke? (10 pont)



MEGOLDAS: Ha a csokkenés valdszintisége x akkor a feladat feltétele szerint x+x/3 = 1/2, amibdl x = 3/8.
A novekedés valdszintisége pedig x/3 = 1/8. A részvényarak valtozésat az aldbbi fa mutatja:
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Lathatd, hogy 2 év milva a lehetséges részvényarak, vagyis a & értékei 900, 300, 150, 100, 50, 25 a megfeleld

11 11 1 311 1 3 3 3
valoszintiségek pedig rendre —

=2 == 2 == == 2.-—.— —.— Ezért £ varhatd értéke
8 8 8 2 8 8 2 2 2 88 8
1 8 6 16 24 9 7225
Eg_goo‘674_'_300.674+15O.674+100.674+50.674+25'@_GTNHQ’S'

(Osszesen elérhetd: 30 pont)



II. rész

1. Fiiggvény irdnymenti derivaltjanak definiciéja. (4 pont)

MEGOLDAS: Az f: D C R¥ — R fiiggvény 2o € D belsé pontban az e (ahol e egy RF-beli egységvektor)
wrdny menti derivdltjan a

f(zo +te) — f(zo)

lim
t—0 t
(véges) hatdrértéket értjiik.
2. Determinans definiciéja. (4 pont)

MEGOLDAS: Legyen A = (a;j) egy n-edrend{i kvadratikus métrix. Az A métrix determindnsdn az
|A] := Z (=D a1, azay - Gna,
a€Sny

szadmot értjiik, ahol az Osszegezés kiterjed az 1, 2,. .., n szdmok Osszes a = (aq, ag, . . ., ) permutédciéjéra,
és I(a) az a permutdcié inverzidinak szamét (az inverziéban &ll6 parok szamat) jeloli.

3. Altaldnos linedris egyenletrendszer megoldhatésdganak kritériuma. (4 pont)

MEGOLDAS: Az
Az =b (AeRM™ e R pe RM!

linearis egyenletrendszer akkor is csakis akkor oldhaté meg, ha a
rang A = rang (A |b)

rangfeltétel teljesiil, ahol A a rendszer matrixa, (A |b) a bévitett matrix, melyet az A matrixbol ugy kapunk,
hogy az A métrixhoz n + 1-edik oszlopként hozzairjuk a szabad tagok b oszlopvektorat.

4. Fogalmazza meg a teljes valdszintiség tételét! (4 pont)

MEGOLDAS:

5. Irja fel az {1,2,3,4} elemek (a) dsszes masodosztalyd ismétlés nélkiili varidciéjat, (b) ugyanezen elemek
Osszes masodosztalyt ismétléses kombinacidjat! (7 pont)

MEGOLDAS:

(a) 1,2; 1,3; 1,4; 2,15 3,1; 4,1; 2,3; 2,4; 3,2; 4,2; 3,4; 4,3
(b) 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 2,2; 2,3; 2,4; 3,3; 3,4; 4,4

6. Hatdrozza meg az f(z,y) = 20* +y* — 22 — 2%,  ((x,y) € R?) fiiggvény stacionarius pontjait, lokélis
szélséérték helyeit, és azok tipusit. (13 pont)
MEGOLDAS:
of
——(z, =823 — 2z
g L Y)
of

= =43 —4
ay(x,y) y° — 4y,

a stacionarius pontokat a

83 —2x =0

49 — 4y =0
egyenletrendszerbdl lehet meghatérozni. Az elsé egyenletbdl 2x(4z? — 1) = 0, amibél a megolddsok = =
0,z = 1/2, x = —1/2, A mésodik egyenletet 4y(y?> — 1) = 0 alakba irva kapjuk, hogy a megoldésok

y=0,y =1y =—1. Mivel a két egyenlet fiiggetlen igy az elsé egyenlet megolddsai a masodik egyenlet
minden megoldasaval parosodnak, ezért 9 stacionarius pont van

P1(0,0), P2(0,1), P3(0,—1), Py(1/2,0), P5(1/2,1), Ps(1/2,—1), P:(—1/2,0), Ps(—1/2,1), Po(—1/2,—1).



Annak eldontéséhez, hogy a staciondrius pontokban van-e széls6érték, és ha igen akkor milyen, ki kell
szamolnunk a mésodik parciélis derivaltakat és a Aj, Ag determindnsokat (elég az eldjelitket tudni) a
staciondrius pontokban.

2 2 2
%(wvy) = 24z’ — 2, 61(;; (x,y) =0, gy‘];(x’y) - 12y2 —4,
és )
Ay(a,y) =2(1222 — 1), Ao(z,y) = 2(12“70 2 4(3y§’_ 1y | =8022% = )3y = 1),

A megoldas
] Stac. pont \ Aq \ JAD) \ Kovetkeztetés ‘

Py - | + szig.lok. maximum

P, — | — | nyeregpont, nincs szélséérték

Ps — | — | nyeregpont, nincs szélséérték

Py + | — | nyeregpont, nincs széls6érték

P + | + szig. lok. minimum

Ps + | + szig. lok. minimum

P 4+ | — | nyeregpont, nincs szélséérték

Py + | + szig. lok. minimum

Py + | + szig. lok. minimum

7. A debreceni Auchan druhéz pénztaraindl a varakozasi idé exponencialis eloszlast. Annak a valészintiisége,
hogy egy péntarndl 2 percnél tébbet kell varni, a tapasztalatok szerint 0,3. Mennyi a valésziniisége an-
nak, hogy véletlenszertien ehhez a pénztérhoz érkezve 6 percen belill fizethetiink? (A numerikus értéket
nem kell kiszamolni!) (9 pont)

MEGOLDAS: Jeldlje £ a vdrakozasi id6t percekben mérve, akkor feladat szerint
0,3=P(¢>2)=1-PE<2)=1-F@2)=1-(1-e )=
amib6l —2A =1n0,3, A =1/21n0, 3.
A kérdéses valbsziniiség
PE<6)=1—e)=1-¢3m93=-1_0,3"=1-0,027 =0,873.
a(sinz +1) ha |z| <7/2,

8. Egy ¢ val6szintiségi véltozo siirliségfiiggvénye f(x) = Hatédrozza meg az
0 ha |z| > 7/2.

a egylitthatd értékét, hatdrozza meg £ eloszlasfiiggvényét és varhatd értékét is! (12 pont)

MEGOLDAS: A a paraméter kiszdmolésa:
w/2

1= /f(:v)da::a / (sinx—l—l)dx:a[—cosx—i—x]i/:/z:a7r
—00 —7/2
amib6l a = 1/m. A F eloszlasfiggvényre
z 0 ha z<-—7/2
F(z) = /f(t)dt— L [ (sint+1)dt=2L1(n/2+2—cosz ha —nm/2<az<7/2
—7/2
> 1 ha w/2<u.
/2

1 , 1 o a\1* 2

EE=— z(sinx + 1)dx = — |z(—cosz +x) — | —sinx + — =—.
T T 2 —xjp T

—m/2



9. A (§,n) valésziniiségi vektorvaltozoé lehetséges értékeit és a megfelels valdszintiségeket az alabbi tablézatban
adjuk meg;:

n
110 ]2
§
-1 p|3p|p
0 2p | 3p | p
2 2p| p |p

Hatarozza meg p értékét! Szamitsa ki a &, n peremeloszldsat, varhatd értékiiket, variancidjukat.
Fliggetlen-e ¢ és n? Hatérozza meg ¢ = £ + 1 eloszlasat, varhaté értékét, tovabbd cov(&,n) értékét.
(13 pont)

MEGOLDAS: A téblézatban szerepld valésziniiségek osszege 15p = 1, amibdl p = % A peremeloszlasok:

5 6 4 5 7 3
€3 ) 15 (£=0) 5 (£=2) 5 (n ) 15 (n=0) 5 (n=2) 15
A varhatd értékek:
5 4 3 5 4 21
E€=-1-—+2- —=—, E&=(-1)0? —+22. ===
¢ 5" 15" 15 &= 5" 1515
5 3 1 5 3 17
En=—1-—42.-—=—, Enpl=(-17? =—+22. = =—_
n TR AT U A SN TR A T A T+
amibol 306 954
_ 2 2 _ 9U0 —Ea2_ 2 _ 0%
var{ = E&° — (E¢) 557 Varn En°—(En) 595"

¢ és m nem fiiggetlenek, mivel

G =EE= 1= 1) £EE=-1En=-1)= 1+

B 1 5 3 3 2 1 .z
¢ =& +mn értékei: —2,-1,1,0,2,4 a megfeleld valosziniiségek rendre ¢, 1%, 15, 155 755 75 €zért

1 5 3 3 2 1 4
E¢c=—-92.— —-1) - 1. — > O Y
¢ TR A TR TR TR A TR TR T4
1 5 3 3 2 1 36
EC?=4-—+1-—+1-—40-—4+4-—+16- — = —
¢ R A T T T AR AR T4

» 36 16 524

—EC?(EQ)2=2 - 2 2
var¢ =B¢—(BO" =35~ 995 = 2
cov(&,n) értékét a cov(§,n) = % (var(€ +n) — var — varn) képlettel szamolva, kapjuk, hogy

1(524 306 254) 18

cov(&m =5\ 595 ~ 925 225 = 225"

Ugyanez jon ki, ha a cov(&,n) = E(¢ - n) — EEn képletet hasznaljuk (E(¢ -n) = —1—15)

(Osszesen elérhetd: 70 pont)



