Gazdasagi matematika I. vizsgadolgozat megoldasa,
2014. 14 januar

I. rész (minimum kérdések)

1. Fliggvény folytonossidga egy pontban. (4 pont)

Az f: D CR— R fiiggvényt folytonosnak nevezziik az g € D pontban, ha barmely D-beli xg-hoz
konvergalé x, € D (n € N), x,, = xo (n — 00) sorozat esetén a fiiggvényértékek f(z,)(n € N) sorozata
az xo pontbeli fliggvényértékhez tart lim f(z,) = f(zo).

n—oo

vagy

Az f : D C R — R fiiggvényt értelmezési tartoményanak zo € D pontjaban folytonosnak nevezziik, ha
barmely & > 0-hoz van olyan d(¢) > 0, hogy

|f(x) — f(zo)| <e ha |z—ax9] <d(e)ésx € D teljesiil.
2. Primitiv fiiggvény. (4 pont)
Legyen f: I — R adott fliggvény (I C R egy intervallum). A F : I — R flggvényt a f fuggvény primitiv

fiiggvényének nevezziikk I-n, ha
F differencialhaté I-n,

Fl(z) = f(z) (z€l).
3. A teriiletméré fliggvény tulajdonsagai. (4 pont)
Ha feRla,b és T az [ teriletmérd figgvénye, akkor

(1) T folytonos |a,b]-n,
(2) ha f folytonos xo € |a,b]-ben, akkor T differencidlhaté xo-ban, és T'(xo) = f(xo).

sin(z? +5) + 2 + 9

4. Derivalja az f(x) = arctg(2z + 3) + ctgz, g(x) = — fliggvényeket! (8 pont)
2 1
/! — —
flw) = 14+ (22 +3)2  sinz’
(2) = (cos(z?+5) -2z + 1) (Inz — 7) — (sin(z® +5) +z+9) 2
SN = (Inx —7)2
5. Hatdrozza meg az /3 dx /(a; —5) cosz dx integrélokat! (10 pont)
‘ 80 ) Varee gt

3 3
—————dr = | ——dr=3In|z+ 22+ 32| +C,
/\/x2+9 /\/902—1-32 | |

/(x—f))cosx dx :(x—5)sin:c—/1-sin:cdx:(m—5)sinx+cosx+0

Az els6 integralashoz a félidk 100. oldaldn tovabbi alapintegralok c. alatt taldlhatd képletet kell alkalmazni,
a masodik integralt f/'(z) = cosz, g(x) = x — 5 szereposztédssal parcidlis integréaldssal kell kiszdmitani.

(Osszesen elérhetd: 30 pont)



II. rész

1. Szamhalmaz pontos fels6é hatara. (4 pont)

Az s € R szamot az A halmaz pontos felsé korlatjanak (vagy suprémumdnak) nevezzik, ha

e s az A fels6 korlatja
e A barmely s felsd korlatjara s < s'.
Jelolés s = sup A.

2. Egy f: D C R — R fiiggvény hatérértéke az xg € D’ pontban. (4 pont)

Legyen f: D CR — R éslegyen zp € D'. Azt mondjuk, hogy f-nek van (véges, vagy végtelen)
hatarértéke az zy pontban, ha van olyan a € R, bdvitett valds szam, hogy barmely olyan D-beli
(n)nen sorozatra, melyre lim xz, = zq és z,, # xo, teljesill a lim f(z,) = a egyenldség.
n—oo n—oo
(a-t az f fliggvény x9 pontbeli hatdrértékének nevezziik, és lim f(x) = a-val, vagy f(z) — a
T—T0

(x — mp)-lal jeldljiik.)
3. Lagrange-féle kozépértéktétel. (4 pont)
Legyen f :[a,b] = R folytonos |a,b]-n, differencidlhato a,b|-n, akkor van olyan & €la,b[, melyre

1oy _ (b)) = fla)

4. Az integralszamitds kozépértéktétele. (4 pont)

b
Ha f:a,b] =R, fe€Rla,b], akkor m(b—a)g/fSM(b—a), ahol

m:= inf f(z), M := sup f(x).
$E[a,b] xe[a,b]

b
(Ha f folytonos [a,b]-n, akkor 3¢ € [a,b], melyre f(&) = ! /f)

b—a
2 4qn 23n
5. Szémitsa ki a lim n lim i hatérértékeket! (10 pont)
n—0o \/3n2 + 12n — /2n2 —2 n—oo 287 427 4+ 105
Megoldas:
o P P

V32t 120 — V22 —2 V3+12/n— /2 -2/(n?) REVZIRN

4n 4 230 _ (4/8)" +1 1
28" 127 1 105 24 (2/8)" + 105/(3") 2
Az els6 hatarérték tgy is kiszamithatd, hogy a tortet a nevezdben 1évé két gyok Gsszegével bovitjiik, majd
n2-tel valé egyszertisités utan vessziik a hatérértéket, ekkor eredményként 2(v/3 4 v/2)-t kapunk, ami az
el6zével azonos,(az eléz6bdl a nevezd gyoktelenitésével kaphaté meg).

ﬁ, haz <1,

6. Vézolja az f(x) = fuggvény grafjat, és ennek segitségével dllapitsa meg értelmezési
r—1, haz>1,

tartomanyat, értékkészletét, szakadasi pontjait, jobb- és baloldali hatarértékét a szakadasi pontokban

és a végtelenekben (ha léteznek)! (9 pont)




Megoldas: f grafja:

Dy =R\ {1}, Ry =R\ {0} szakadasi pont z¢g =1,

:BEIIIJIrOf(x) :07 xEIlriof(l') -
g fe) =co Lo Jlw) =0

MEGJEGYZES. A definicié szerint a fiiggvény 1/(x — 1) ha z < 1, de ez a képlet x = 1-nél értelmetlen, igy

a fliggvény ebben a pontban nincs definidlva!
“+o0o

1
dz, / T2 dx integrilokat! (12 pont)
5

62:):

7. Hata —
atdrozza meg az/2+em

Megoldas: Az elsé integralt pl. az 2 + e¥ = t helyettesitéssel szamolhatjuk ki. Ekkor ¥ =t — 2, x =

In(t —2), de = t‘i—g igy

1
e2 (t=2)%—dt 2
— — — — —_ — X X
/2+ezdx_/t _/tdt_/<1_t> dt =t —2In|t| + C =2+ €® +2In(2 + %) + C,
400 1 t 1
/ T2 dx tiglo/ 22 dx tliglo(arctgt arctg5) = m/2 — arctg b
5 5
2 z?
8. Hatdrozza meg az f(z) = 35 " 2z, (z € R) fiiggvény zérushelyeit, lokélis szélséérték-helyeit

(és azok tipusdt), konvex, konkav szakaszait, inflexiés helyeit, és dbrazolja a fiiggvényt (/105 ~ 10, 24)!
(13 pont)

3 22

Megoldés: f(z) = 3 9" 2 = %(2302 — 3z —12), az %(2352 — 3z — 12) = 0 egyenletbdl f zérushelyei

3+v9+96 3+10,2

1 1 r1~ 3,3, ro =~ —1,8.

x9g=0,212 =



2 3:271'4:—1.

1+v1438
s ———
2 )

f'(x) = 2% —x —2, f staciondrius pontjai az 22 —z —2 = 0 egyenletbdl x5 4 =

1
f(x) = 22 — 1, {gy f inflexiés helye a 2z — 1 = 0 egyenletbdl x5 = 3 Mivel f”(x3) > 0, az x3 pontban
szigoru lokélis minimuma van f-nek, f”(z4) < 0 miatt az x4pontban szigoru lokdlis maximuma van f-nek.

f konvex ha z > 1/2, konkdv, ha x < 1/2.
A fiiggvény grafjat az alabbi dbra mutatja.

9. Szamolja ki az //(ycosx — 3y?) dady kettés integralt ha D = {(z,y) : 0<z <7, 0<y<2} (10
D
pont)

Megoldas:

2 ™2 y=2
[f(ycosx—3y2) dy] de = [ [2cosx—y3} dx
0

[[(ycosz — 3y?)dzdy =
D 0

O—y

(2cosx — 8)dx = [2sinz — 8z|] = 2sinT — 87 — (2sin0 — 8- 0) = —8,

O—x

(Osszesen elérhetd: 70 pont)



