Gazdasagi matematika I. vizsgadolgozat, levelezo6
képzés,
2010. december 30.
Megoldas

A dolgozatirdasnal iréeszkozon szdmoldgépen kiviil mas segédeszk6z nem hasznalhaté.
A dolgozat id6tartama 90 perc.

Definialja az alabbi fogalmakat!

1. Sorozat konvergencija és hatarértéke. (4 pont)
Az (a,,) sorozatot konvergensnek nevezziik, ha van olyan a € R szdm, hogy barmely ¢ > 0-hoz
létezik olyan N(e) € R szadm, hogy

lap, —al <e ha n> N(e).
A a szadmot a sorozat hatdrértékének (limeszének) nevezziik.
2. Egy f: 1 — R (I egy (nem elfajult) intervallum) fiiggvény differencidlhatésiga és derivaltja.

(4 pont)

Az f: 1 — R (I CR egy nem elfajult intervallum) figgvényt differencidlhatonak nevezzik az
xg € I pontban, ha létezik a
L ()~ fwo)

T—T0 Tr — 20
(véges) hatérérték.
E hatarértéket az f fliggvény xg pontbeli differencidlhdnyadosanak vagy derivdltjanak nevezzik,
d
és d—f(xo)—lal, vagy f'(xo)-lel jeldljiik.
x
3. Tertiletméro fiiggvény. (4 pont)
Legyen f € R|a,b] (Riemann integralhat6 az [a, b]-n), akkor a

T(m):/xf(t)dt (z € [a,B])

fliggvényt f teriletmérd fliggvényének nevezziik.
Fogalmazza meg az alabbi tételeket!

4. A lokélis széls6érték n-edrendii elegend6 feltétele. (4 pont)

Tegyiik fel, hogy f : I — R n-szer folytonosan differencidlhaté az x¢ € I° belsé pont egy
kornyezetében (azaz f(™) folytonos e kornyezetben), és

(o) = f"(wo) = -~ = f" D(w0) =0, de  f(w) #0.
e Ha n péaros, akkor f-nek szigoru lokalis széls6értéke van xp-ban, maximum, ha
f™(x0) <0, minimum, ha £ (zy) > 0.
e Ha n péaratlan, akkor f-nek nincs széls6értéke xg-ban.
5. Newton-Leibniz tétel (hatarozott integrél kiszamitdsara). (4 pont)
Tegyiik fel, hogy f : [a,b] — R folytonos [a,b]-n, és F : [a,b] - R az f egy primitiv
figgvénye [a, b]-n, akkor

b
[ f@)do = (F@) = F(0) - Fl@).

(Osszesen elérhetd: 20 pont)



Oldja meg az alabbi feladatokat!

4 2
2n* —5 1
1. Szamitsa ki a lim n—zn—n, im hatarértékeket! (10
n—oo —n +2n +5 n—o \/n? —12n + 2010 — n
pont)
Megoldas:
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z+1, ha z <1,

2. Vazolja az f(z) = fliggvény grafjat, és ennek segitségével dllapitsa meg
4—22 haxz>1,

f értelmezési tartomanyat, értékkészletét, szakadasi pontjait, jobb- és baloldali hatarértékét

a szakadasi pontokban! (12 pont)

Megoldas: A grafot az aldbbi dbra mutatja:

f egyetlen szakaddsi pontja az zg = 1 pont.

D; =R,
Ry =] — 00,3,

3. Derivalja az

f(x) = 2%+arctg (4z), g(z) = (:1:4+cos x)(e3x—2x), h(zx) = [(x) = sin (336 + cos(3x))

fliggvényeket! (16 pont)



Megoldas:

f(x) =2"In2+ -4,

1+ (4x)?
g (z) = (423 — sinz)(e3® — 22) + (2* + cos ) (3e3* — 2)

1522 cos x + sin x - 5>

B (x) =

cos2 x

U'(z) = cos (2% + cos(3z)) - (62° — 3sin(3z))

3
4. Hatdrozza meg az f(z) = %+23}2—5$ (r € R) fliggvény zérushelyeit, lokélis szélséérték-
helyeit (és azok tipusat), inflexids helyeit, és abrazolja a fiiggvényt! (15
pont)

Megoldas: A zérushelyek:

f(:r)zg(x2+6x—15):0

—6+ v/ 60
-bol 1 =0, 293 = % =-3+V24~-3+£4,9, v9~—7,9, 3~ 1,9 mindhdrom

zérushely egyszeres, a graf dtmetszi e pontokndl az x tengelyt.
A staciondrius pontok: az

fllx)y=a*+4z-5=(x—1)(x+5), (z—1(x+5) =0

egyenletbdl x4 = 1, x5 = —5.
Az inflexiés hely: az

f"(z)y=2zx+4, 22+4=0

egyenletbdl xg = —2 lehet, ez valéban inflexiés hely, mivel e pontban a masodik derivalt eléjelet
vélt. f konvex a [2, 00] szakaszon, konkdv a | — 0o, 2| szakaszon.

Mivel f”(x4) > 0 az x4 pontban szigori lokélis minimua van a fiiggvénynek, f”(z5) < 0 alapjan
az x5 pontban szigoru lokdlis maximum van.

Az f fiiggvény grafjit a kovetkezd dbra mutatja (az inflexiés pontot megjeloltiik):



5. Hatérozza meg az

2

4 2 2z
— 27 — 2)e% Na D) =
/ <1 + 22 m) dz, /( z=2)e" dz, / T dz, / (22 4 16)2 dx

0

integralokat! (20 pont)
Megoldas:
/ 4 2 d 4 t 2 i +C
- x =4 arctgx — 2arcsin
1+22  /1— 22 8 ’

/(2:6 —2)e" dor = 2z — 2)e” — /263: dx = (2x — 4)e” 4+ C, (parcialis integraldssal)

— —2)43 1 —

1 72 L1 1
22416, 20 16 80

2
= O/(a? +16) (2* +16) 2 dx = [—

6. Vézolja az f(x) = z(4—x) (x € R) parabola grafjat és szamitsa ki e parabola és az x tengely
altal meghatdrozott teriiletet! (7 pont)

Megoldas: A parabola grafja:



-1 0 1 2 3 4 5
Lo b b e

A parabola alatti teriilet:

4 4
T:/ x(4—x)d$:/ (42 — 2%) dx = [22° — 27], = 32 — 64/3 = 32/3.
0 0

(Osszesen elérhetd: 80 pont)



