13. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
13.1 LINEARIS LEKEPEZES ES MATRIXA

DEFINICIO. A ¢ : R™ — R"™ leképezést linedris leképezésnek nevezziik, ha barmely x,y € R™ és barmely
A € R esetén

oz +1y) o(x) + ¢(y) (azaz ¢ additiv),
w(Ax) gp( ) (azaz ¢ homogén).

Hasznaljuk a linearis operator, és a linearis transzforméaci6 elnevezéseket is.

Hogyan lehet megadni egy linearis leképezést? Legyen by, ..., b, az R™ egy bazisa, akkor tetszéleges x € R"-t
véve, az y = @(x) € R™ elsallithatok

y =yibi 4+ yrbn = > yibi
=1

r =x1by + -+ 3,0, Zx]

alakban, igy ¢ linearitasa miatt

n n n n
(1) Z%b —y=v Z% ZW =2 @i abi= ) | 3 auw; | b
= Jj=1 ;=1 =1 Jj=1
ahol felhasznaltuk azt, hogy minden j = 1,...,n-re ¢(b;) a b1, ..., b, béaziselemek linearis kombinacioja, azaz
)= St
i=1
Osszehasonlitva a b; vektorok egyiitthatoit (1)-ben kapjuk, hogy
(2) yZ:Za”x] (z:l,,n)
j=1
Az z,p(x) =y € R™ vektorokat oszlopvektorként kezelve, az
T Y aip ... Qin
T = , y = , Ay =
oy Yn Qan1 . Apn
jelolésekkel a (2) Osszefiiggést
y=A,x

alakba irhatjuk, ahol a jobboldalon matrixszorzas all.

DEFINICIO. A (2)-vel megadott A, = (a;;) (n-edrendd kvadratikus) méatrixot a ¢ linedris leképezés mdtri-
zdnak nevezzik. 0

(2)-bol lathato, hogy az A, matrix j-edik oszlopaban a ¢(b;) képvektornak a bq,...,b, bézisra vonatkozo
koordinatai allnak.

Vilagos, hogy az dsszes ¢ : R" — R" linearis leképezések és a hozzdjuk rendelt A, € M,,,, matrixok kdzotti

(3) o — Ay, (A, = (a;5), ahol ¢(b Za”

leképezés bijektiv, minden ¢ linearis leképezéshez egyetlen n-edrendt A<p matrix tartozik, és minden ilyen métrix
egyetlen lineéris leképezést hatédroz meg. S6t, ez a bijektiv leképezés megdrzi a matrixmiiveleteket is.
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Ha ¢, : R® — R"” linearis leképezések, ugy 0sszegiiket, szamszorosukat és kompozicidjukat az alabbi médon
értelmezziik:

(p+¥)(x) =¢()+) (zeR"),
Ap)(x) = Ap(x) (AeR, z eR"),
(po)(x) = p((z)) (z e R").

TETEL. [a (3) leképezés tulajdonséigai] Rdgzitett bazis és tetszdleges o, : R™ — R™ linedris leképezések
esetén
Apry =Ap+ Ay a (3) leképezés megtartja az dsszeaddst,
Ay, =M, a (3) leképezés megtartja az szammal vald szorzdst,
Apoy = A Ay a (3) leképezés a kompozicidt szorzatba viszi dt.

Tovdbbd ¢ : R™ — R™ akkor és csakis akkor bijektiv, ha A, invertdlhato.

Bizonyitds. A megfelel§ tulajdonsagok ellendrzése. O

Hogyan valtozik egy lineéris leképezés matrixa egy j bazisra valo attéréskor?

TETEL. Legyen by,...,b, ésb),..., b, az R™ tér két bdzisa, és
AL,D = (aij)7 ahol (p(bj) = ;aijbi
A, = (ag;), ahol (b)) = >~ aj;b;

i=1

a @ :R" — R" linedris leképezés mdtrizai. Akkor van olyan S = (s;;) € My xn tnvertdlhatd mdtriz, hogy

(4) Al = S71TALS.
Bizonyitds. Mivel by, ..., b, bazis igy
i=1

alkalmas s;; (1,7 = 1,...,n) egyiitthatokkal. A b; vektorok is egyértelmtien kombinalhatok a b/, ..., b}, bazise-
lemekbdl, igy a (5) lineéris egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd b;-kre, ezért a Cramer szabaly miatt az
S = (s;;) matrix determinansa nem nulla, S invertdlhato. (Vigyéazat, most (5)-ben b;, b’ vektorok, de a Cramer
szabaly most is alkalmazhato!)

© linearitasa és (5) miatt
) =3 sty = s, (z b) -y (z ) b
i=1 i=1 k=1 k=1 \i=1
masrészt aj; definiciojat és (5)-6t hasznalva
o15) = 3o = 3ty (Yoo ) =3
i=1 i=1 -

k=1 1

<§n: s;ﬂ-a;j> bk.

i=1

Osszehasonlitva by, egyiitthatoit a két kifejezésben kapjuk, hogy

Zakisij = ZSkiaéj (j,k=1,....,n)
i=1 i=1
amit A,S = SA:(J vagy
-1
AL = S48
amint allitottuk. O



13.2 SAJATERTEKEK ES SAJATVEKTOROK

DEFINICIO. Legyen A egy n x n-es matrix. A A € R szamot A sajdtértékének nevezziik, ha van olyan nullatol
kiilonbézé © € R™ vektor, melyre
(6) Ax = Az

teljesiil. Az x vektort A (A sajatértékhez tartozd) sajdtvektordnak nevezziik. |

Megjegyezziik, hogy a definicidoban az x # 0 megszoritas azért kell, mert 0 = A0 = A0 minden A € R mellett
teljesiil. A (6) egyenletet az A mdtriz sajdtérték-egyenletének nevezzik.

Irjuk 4t a sajatérték-egyenletet
(7) (A= AE)z =0

alakba, ahol E az n X n-es egységmaétrix. Egy linearis homogén egyenletrendszert kaptunk, melynek az x
sajatvektor nemtrivialis megoldasa. Ilyen nemtrivialis megoldas pontosan akkor van, ha a rendszer egytitthato
matrixanak determinansa zérus, azaz, ha

(8) |A—AE|=0.
A (8) egyenletet az A matrix karakterisztikus egyenletének (vagy sajatérték-egyenletének) nevezzik. Az |A—\E)|
determinanst kifejtve egy A-ben n-edfokt polinomot kapunk. Ennek zérushelyei (azaz a (8) egyenlet megoldasai)
adjak A sajatértékeit.

A X sajatértékhez tartozo sajatvektorok az (7) linearis homogén rendszer nemtrivialis megoldésai.

PELDAK. 1. Hatarozzuk meg az
0 0
A= 1/2 0
0 1/3
maéatrix valos sajatértékeit és a megfelel§ sajatvektorokat.

6
0
0
2. Hatarozzuk meg egy tetszéleges diagonélis matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

13.3 MATRIXOK DIAGONALIZACIOJA

DEeFINICIO. Egy n X n-es A matrixot diagonalizdlhaténak neveziink, ha van olyan invertalhat6é n x n-es S
matrix és egy D diagonalis matrix, melyekre

ST'AS=D
teljesiil. |
Diagonalis méatrixokra hasznalni fogjuk a
A O 0
0 A 0

D =diag(A1,...Ap) ==

jelolést is.
A diagonalizalas el6nye az, hogy ekkor (az el6z6 egyenlSséget balrol S-vel majd jobbrol S—!-gyel szorozva
kapjuk, hogy)
A=SDS
Innen
A% = (SDS™H(SDS™ ') = SD(S7'S)DS™! = SDDS™! = SD?*S~!
és hasonloan folytatva, indukcioval kapjuk, hogy

AF = SD*S™! (keN)
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s6t, ha p(\) = Y axA¥ egy polinom, akkor
k=1

p(A) =D apAb =Y a,SDFSTH =8 (Z aka> S~h=8Sp(D)s™".
k=1 k=1

k=1
Ha D = diag(Aq,... \,), akkor
p(D) = diag(p(A1); - - - p(An))
azaz csak a diagonalisban valtozik a matrix. Ennek segitségével a p(A) matrix is viszonylag egyszertien megha-
tarozhato.

TETEL. Ha A, S n x n-es mdtrizok, S invertdlhatd, akkor az A és S™'AS mdtrizok sajdtértékei megegyeznek.

Bizonyitds. A két matrix karakterisztikus polinomjai megegyeznek, ugyanis

ISTAS — AE| = [STYAS — STY(AE)S| = |STH(A — AE)S| = [S7Y||A — AE||S| = |A — \E].

O
TETEL.[a diagonalizalhatosag kritériuma] Egy n X n-es A mdtriz akkor és csakis akkor diagonalizdlhatd, ha
van n linedrisan figgetlen sajdtvektora, x1, ..., x,. Ekkor
A0 0
0 Ao 0
STLAS = diag(\y, ... \n) = ,
0 0 ... A\
ahol az S mdtrixz oszlopvektorai rendre x1,...,Zy, a A1,..., Ay szdmok pedig a hozzdjuk tartozo sajdatértékek.
Bizonyitds. Ld. Sydsseter -Hammond: Matematika kézgazdaszoknak, 455-456. (]

Nem minden mdtriz diagonalizdalhaté! Nincs a diagonalizalhatosagra konnyen ellendrizhetd sziikséges és
elegendd feltétel.

Ha az n x n-es A mdtriznak n kilonbézd sajdatértéke van, akkor A diagonalizdlhato. Ez elegendd, de nem
sziikséges feltétel.

13.4 SZIMMETRIKUS ES ORTOGONALIS MATRIXOK

DEFINICIO. Egy n x n-es A méatrixot szimmetrikusnak neveziink, ha AT = A, ortogondlisnak neveziink, ha
ATA=FE. O

Egy matrix akkor és csakis akkor szimmetrikus, ha elemei a f6atlora nézve szimmetrikusak.

Egy matrix akkor és csakis akkor ortogonalis, ha barmelyik sor(oszlop)vektoranak dnmagaval valo belss
szorzata 1 minden mas sor(oszlop)vektoraval valo belsé szorzata pedig 0. Ortogonéalis ;méatrix invertalhato, és
inverze a matrix transzponaltja. Ugyanis AT A = E-bol transzponélassal

ATA=E=E"=(ATAT=4T7A"T=474
ami mutatja, hogy
ATt =AT.
DEFINICIO. Két (R™-beli) vektort akkor mondunk ortogondlisnak, ha bels§ szorzatuk zérus. 0
Azaz x,y € R™ ortogonéalisak pontosan akkor, ha (z,y) = 0.

Igy azt is mondhatjuk, hogy egy matrix akkor és csakis akkor ortogonalis, ha sor(oszlop)vektorai egységvek-
torok és paronként ortogonalisak.



DEFINICIO. Az R™ tér egy bazisat ortonormdlt bdzisnak nevezziik, ha vektorai paronként ortogonalis
egységvektorok. O

Azaz a by,...,b, bazis akkor és csakis akkor ortonormaélt ha

(1lhai=j . .
<bi7bj>_{ Ohal#% (17]_17---7’”)'

TETEL. Ha by,...,b, €sb],...,bl, az R™ tér két ortonormdlt bdzisa, ¢ : R™ — R™ egy linedris leképezésés
Ap = (ai5), A, = (a};) e leképezés mdtrivai a megfeleld bizisokra nézve, akkor a
—1
A, =8""A,8

transzformdcids képletben szerepld S mdtrixz ortogondlis.

n
Bizonyitds. Mivel b, = Z sizbi (j=1,...,n), igy

(b, b) = < Z Skibr, Z 5ljbl> = Z Z Skis1; (br, bi) = Z SkiSkj-
k=1

k=11=1
Itt ((f, b;>) = F egységmatrix, ezért eredményiink
E=S'S

alakba is irhat6, ami mutatja, hogy S ortogonalis. (|

TETEL. [szimmetrikus matrixok sajatértékei és sajatvektorai] Legyen A egy n x n-es szimmetrikus mdtriz,
akkor
o A sajdtértékei mind valds szdmok,
o A kiilonbozd sajdtértékeihez tartozd sajdtvektorok ortogondlisak.

Bizonyitds. Az els6 allitas igazolasa megtalalhato pl. Kozma Lészlo: Matematikai alapok, 142-143-ban.
A masodik allitas igazolasa: elszor igazoljuk, hogy tetszdleges (nem feltétlendil szimmetrikus)A mdtrix
és x,y € R™ (oszlop)vektorok esetén
(Az,y) = (z,ATy)
Ugyanis, ha A = (a;;) és

n n
> a1 > a1y;
T n j=1 j=1
T = , Y= , akkor Ax= , Ay = ,
n n
X
" Yn Y. An;T; > anjyj
j=1 j=1
18y
n n n n
(Az,y) E Qi T5Yi | = E E ;5T 5Yi,
i=1 \j=1 i=1 j=1
és

n

(z, ATy) Z xZZaﬂyJ :ZZajixiyj.

i=1 j=1 i=1 j=1
Megcserélve a masodik Osszegben az i és j 1ndexeket, lathatjuk, hogy a fenti két Osszeg egyenld.

Specialisan, szimmetrikus A mdtriz esetén

(Aac,y) = <$,Ay> (Qf,y € Rn)

Ha most Az = Az, Ay = py és z,y # 0, A # p, akkor
(Az,y) = (Az,y) = Mz, y),



és
(z, Ay) = (z, py) = plz,y),
amibdl
A(ac,y) :N<xay>7 vagy (>‘_/~L)<x7y> =0
ezért (z,y) = 0 amint allitottuk. O

TETEL. [szimmetrikus matrixok spektraltétele] Legyen A egy nx n-es szimmetrikus mdtriz, akkor létezik olyan
ortogondlis U mdtrixz, amelyre
UL AU = diag(\1, ... A\n)

ahol A1, ..., \p az A sajdtértékei, az U mdtriz i-edik oszlopa pedig a A;-hez tartozo sajdtértéke (i =1,...,n).

Bizonyitds. Ld. Sydsseter —-Hammond: Matematika kézgazdaszoknak, 458-459. g

13.5 KVADRATIKUS FUGGVENYEK

DEFINICIO. Legyen A = (a;j) € My, xpn, akkor
o a F(z,y) = (Ax,y) (x,y € R") fiiggvényt bilinedris fliggvénynek nevezziik,
o a Q(z):= (Azx,x) (z € R") fiiggvényt kvadratikus fiigguénynek nevezzik.

Szokés (Ax,y)-t bilinedris formdnak, (Ax,x)-et kvadratikus formdnak nevezni.
Bilinearis fliggvény mindkét valtozéjaban lineéris.

Korabbi szamitasunkat felhasznalva kapjuk, hogy

Q(.’l?) = Q(xh cee 7$n) = ZZaijximj,

i=1 j=1

Mivel z;x; = x;x; igy feltehets, hogy A szimmetrikus mdtriz. Emlékeztetiink arra, hogy a tobbvaltozos szélss-
értékszamitasban mar talalkoztunk kvadratikus fiiggvényekkel.

Azt mondtuk, hogy

e a Q) : R™ — R kvadratikus fiiggvény pozitiv definit, ha Q(z) > 0 minden z € R™,z # 0 esetén,
e a @ : R™ — R kvadratikus fiiggvény negativ definit, ha Q(z) < 0 minden = € R™, x # 0 esetén,
e a @ :R"™ — R kvadratikus fliggvény indefinit, ha Q(z) felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

Most azzal foglalkozunk, hogy hogyan lehet eldénteni azt hogy @ : R® — R pozitiv, negativ, vagy indefinit?

Lattuk, hogy A szimmetrikus lévén diagonizalhato, azaz
U 'AU = D = diag(\q,... \n)
ahol Aq,..., A, az A sajatértékei, U ortogonélis. Innen
A=UDU'=UDU"

ezért o' = Uz jeldléssel
Q(z) = (Az,z) = (UDU "2,2) = (DU "2, U "z) = (D2, 2/) = Z)\Z(x;)z
i=1
Utobbi alakot, (ahol csak az ) négyzetei szerepelnek), @ kanonikus alakjinak nevezzik.
Ennek segitségével azonnal belathaté a kovetkezd
TETEL. [kritérium kvadratikus fiiggvény definitségére] A szimmetrikus A = (a;j) € Mpyxn mdtrizszal képezett
Q(z) == (Az,z) (z€eR™)

kvadratikus fiigguény akkor és csakis akkor



e pozitiv definit, ha A 0sszes sajdtértéke pozitiv,
e negativ definit, ha A dsszes sajdtértéke negativ,
e indefinit, ha A-nak van pozitiv és negativ sajdtértéke is.

A sajatértékek kiszamitasa nélkiil is eldonthets @ definitsége.

TETEL. [kritérium kvadratikus fuggvény definitségére] Legyen A = (a;;) € My xn szimmetrikus mdtriz, és

legyen Ay (k=1,...,n) az A mdtriz bal felsé k x k-s sarokmdtrizdnak determindnsa, azaz
a1 a1 air a2 a3
Ay =an, A= , Az =|an ax a3 o Ap = A
az1  a22

az1  Gz2 433
(Ak-k az A mdtriz sarokféminorjai), akkor
Q(z) = (Azx,z) (xeR™)
kvadratikus fligguény akkor és csakis akkor

e pozitiv definit, ha A, >0 hak=1,...,n,
e negativ definit, ha (—1)yAr >0 hak=1,...,n.



