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1. Hazi feladat megoldasa, 2014/2015 tanév, II. félév

Igazoljuk, hogy az ai, as, as vektorok bazist alkotnak R3-ban. Szdmoljuk ki az = vektor ko-
ordindtait ebben a bazisban, ha

ar = (1,4, =2), ag = (2, =1, 3), as = (—1, 0, 2), =z = (1, —1, 0).

Megoldas. Az ai, as, a3 vektorok pontosan akkor alkotnak bézist R3-ban, ha linedrisan

fiiggetlenek, azaz ha a
A1ay1 + Aaaz + Azaz =0

linearis homogén egyenletrendszernek a A1, Ag, A3 ismeretlenekre csak trivialis megolddsa van.
Ennek a sziikséges és elegendd feltétele az, hogy a rendszer determindnsa ne legyen nulla. Kifrva
a fenti egyenletrendszert koordindtdnként, ldtjuk, hogy a rendszer A matrixa az a?,al al osz-
lopvektorokbdl &ll. Mivel |A| = —28 # 0 igy az aq, az, ag vektorok linedrisan fiiggetlenek ezért
bézist alkotnak R3-ban. Az z vektor koordinatdit ebben a bézisban a

a1 + Aoag + Azas = x

egyenletrendszer A1, A2, A3 megolddsai adjak. E megoldasokat a Cramer szabdly szerint kiszamolva:
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Hatarozzuk meg a kovetkez6 vektorok altal generalt altér egy bazisat és dimenzidjat

a= ( -1, 1, -3, 1)
a= (2, 1, 3, -1)
as = ( 4, 5, 3, 1 )
as= (1, 5 =3, 1 ).

Megoldas. A vektorokbdl, mint sorvektorokbdl alkotott A métrix determindnsa

-1 1 -3 1
2 1 3 -1
4 5 3 1
1 5 =3 1

=0

(a méasodik sort adjuk hozzd a tobbi sorhoz, majd az utolsé oszlop szerint fejtsiik ki a deter-
mindnst). Hasonléan szdmolva, métrixunk jobb felsé harmadrend{i determindnsa 12 # 0 ezért
A rangja 3, és aq, as, ag linedrisan fiiggetlenek, és a négy vektor altal generdlt altér egy bézisét
akotjdak.

Mennyi az
4 5 6
A= 7 -1 6
1 -2 0

matrix rangja? Adja meg a sorvektorai altal generdlt altér egy bazisat!

Megoldas. Mivel |A| = 0 és az A métrix bal felsé masodrend{i sarokdeterminansa —39 # 0
igy A rangja 2, és az els6 két sorvektor bézist alkot a sorvektorok altal generdlt altérben (lathatd,
hogy a mésodik sorvektor éppen az els6 sorvektor plusz a harmadik sorvektor hdromszorosa).

Szamitsa ki a determindnst!
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Megoldas. Az utolsé oszlop alkalmas tobbszoroseit az elézb oszlopokhoz hozzaadva elérhetjiik,
hogy az elsé sorban csak az utolsé elem legyen nemzérus, ezutdn az els6 sor szerint fejtjik ki a
determinanst, melynek értéke nulla.

(5) Szamitsa ki az AB, BA, AC, BD miétrixokat, ha

1 4 0 -1 0 2 2 1 2
A= 3 5 -3 |, B= 1 6 0], C=|0 -4 ], D= 0
0 2 1 2 -1 4 1 4 -1
Megoldas.
3 24 2 -1 0 2 2 —15 —4
AB=| -4 33 -6 |, BA= 19 34 -18 |, AC=| 3 -29 |, BD= 2
4 11 4 -1 11 7 1 -4 0

(6) Hatdrozza meg a

3 4 -2
3 -2 4
2 -1 -1

matrix inverzét, ha az 1étezik!

Megoldas. Az inverz matrix létezik és

1 6 6 12
50 1 1 -18
1 11 -18

(7) A b szdm milyen értéke mellett nem alkalmazhaté a Cramer szabély a

2 -1 -1 1 5
3 -2 4 . T2 = 0
3 b -2 T3 -3
linearis egyenletrendszerre? Ha b = 4 akkor hatarozza meg x3-at!
Megoldas. A rendszer determindnsa = —116—16 # 0 a Cramer szabdly alkalmazhatdsdganak
feltétele. Ha b = 4, akkor ez teljesiil, és
2 -1 5
3 -2 0
3 4 =3 93 31
BT 1 | S0 20
3 -2 4
3 4 =2

(8) Adja meg a kovetkezd linedris egyenletrendszer Osszes megolddsdat (tudjuk, hogy a rendszer
méatrixanak és a bovitett matrixnak is 3 a rangja, vegye a bal fels§ harmadrendi sarokdeter-
mindnst rangmeghatarozénak)!

2 1 1 -1 1 1

1 -1 1 1 -2 20 o

3 3 -3 3 4 BT 2

3 6 -8 6 9 4 3
X5

Megoldas. Az utolsé egyenletet elhagyhatjuk, mert az linedrisan kombinalhaté az el6z6ekbol.
Az elsé harom egyenletet irjuk at

2z + 2o+ 23 =144 — 5

Ty —To+ T3 = —T4+ 225
31’1+3£C2—3{E3 :2—3x4—4x5



alakba, és alkalmazzuk erre a Cramer szabalyt, akkor tetszéleges z4, x5 mellett

1+24 — x5 1 1
—x4 + 225 —1 1

2 — 3xy4 — 4z 3 -3 —12x4 + 4x5 + 4 1
T 2 1 1 - 12 T Tmtgnty
1 -1 1
3 3 =3
2 1+J}4 — Iy 1
1 —x4 + 225 1
B 3 2—3x4—4x5 -3 _ 18x4 —20m5 +4 3 5 1
2= 2 1 1 - 12 T En Ty
1 -1 1
3 3 -3
2 1 1+JJ4 — X5
1 -1 —x4 + 2x5
3 3 2- 31‘4 — 4I5 18584 3
r3 = = = —T4.
2 1 1 12 2
1 -1 1
3 3 -3

(9) Legyen a = (1,—-2,2,7) és b = (0,—3,2,—1). Allapitsuk meg, hogy milyen A\ € R szdm esetén
lesz minimadlis az a — Ab vektor norméja!
Megoldas. ELs® MEGOLDAS. Tekintsiik a
Q(N) = [la — Ab||2 = (a — Ab,a — Ab) = [|a]|* — 2X{a,b) + N?||]b]|* (A €R)
maéasodfoku fiiggvényt. Vildgos, hogy @-nak ugyanott van minimgr<nab§nint<||ab>— Ab||-nek. A
a, a,

kozépiskolabdl ismeretes, hogy a ( masodfoku fiiggvénynek a A = I0E = Bk =1 helyen

van minimuma, igy ez feladatunk megoldasa.
MASODIK MEGOLDAS. A ||a — Ab|| minimélis, ha a — Ab ortogonélis b-re (rajzoljon &brat) ,

., (a,b)y 3

bbél (a — Ab,b) =0 b) — Ab,b) =0, A = =—.

ebbs (= Ab.b) = 0. (a.8) = A{b.1) =0, X = {7l = 31

(10) Hatédrozza meg az
3 0 0
A= -1 1 1
-1 -2 4
matrix sajatértékeit és a A = 2 sajatértékhez tartozé sajitvektorait! Diagonalizalhaté-e az A

matrix?
Megoldas. A sajitértékegyenlet
|A—AE| = (3 =M\ (\? =5\ +6) = 0, megoldasai A1,2 = 3, kétszeres gyok A3 = 2,

a A3 = 2 sajatértékhez tartoz6 x sajitvektorok pedig az (A — A3 E)x = 0 linedris egyenletrendszer
x megoldasaként szamolhatd, esetiinkben

0
T = t
t

ahol t # 0 tetszleges. A A 2 = 3 sajétértékhez tartozé x sajdtvektorok pedig az (A—Ai 2 E)z =0
linedris egyenletrendszer x megoldasaként szamolhaté, ez az

—x1 — 212+ 23=0



egyenletbe megy at. Megoldasa x5 = s,x3 =t,x1 = —2s + ¢ ahol s, tetszOlegesek, azaz

—2s+t -2 1
T = s =3 1 +t| O
t 0 1

Mivel az utébbi Osszeg tagjai a A 2 = 3 sajatértékhez tartozé linedrisan fiiggetlen sajatvektorok
ezért az A matrix diagonalizdlhatd, ugyanis van 3 linearisan fiiggetlen sajatvektora.

(11) Hatérozza meg a Q(x1,x2,x3) = x% —4xix0 + 63:% —4xox3 — 22123 kvadratikus forma kanonikus
alakjét (redukdlja négyzetosszegekre), és ennek segitségével dontse el, hogy @ pozitiv/negativ
definit/szemidefinit, vagy indefinit-e?

Megoldas.
Q(z1, 22, 23) = (21 — 229 — x3)2 + 2:5% — w% — 8wy = (1 — 229 — r3)? + 2(zg — 2x3)2 — 9x§

vagy Q(x1, %2, 3) = yi + 2y5 — 5yf ahol y = 21 — 2wy — x3, Y2 = T2 — 273, Y3 = x3. Léthato,
hogy @ indefinit.

(12) Szémitsa ki az f(x,y) = 22 In(y) —22%y% —y+1, g(z,y) = yez{z*yg*y fiiggvények elsd és masodik
parcidlis derivaltjait!

Megoldas. Csak g derivaltjait szamoljuk ki.

0
D (ry) = yl2r)er 0,
z
6g o 12+y37y 2 z2+y37y
@(x,y) =e +y(By” —1e ;
azg 2y — 2, x4y’ —
S (@) = 2yer I gy o,
829 2 3 2 3
o (Try) =22 TV 4 2y (3y? — T)er Y,
oy
»g 2 2248 2 22 4y3— 2 2 x24y3—
aT/Q(fay) = (3y* = 1)e” TV 4 (9y® — 1)e” TV Y 4+ y(3y* — 1)%e” TV Y

(13) Hatérozza meg az f(x,y) = ze™ — xy fliggvény irdnymenti derivaltjit az a = (2, 3) irdny mentén
(figyelem a nem egységvektor!) a (1,0) pontban!

a 2 3 o . .
i = az a irdnyaba mutato egységvektor,

Megoldas. e = —_—, =
8 Vi3’ Vi3

la

%(x,y) = e™ + zye™ —y, %(LO):L
%(I,y) = 22" — 1z, %(1,0):07
D.f(1,0) =1'¢%+0'¢% =\/21»3~

(14) Hatérozza meg az f(x,y) = 4z* +y* + 22 — 4wy + 492, (z,y € R) fiiggvény staciondrius pontjait
és lokalis szélséérték helyeit, azok tipusit és nagysagat!

Megoldas.

8’ 3 a.} 3
— =1 +2x —4 —(x =4y° —4x +
9z (z,y) 6z Y, 9y( .Y) Y 8y,



a stacionarius pontokat a
1623422z —4y =0
4y —4r+8y =0
egyenletrendszerbdl lehet meghatdrozni. Az els6 egyenlet kétszeresét a masodikhoz hozzdadva
3223 + 4y® = 0, vagy (27)® = —3>, 22 = —y. Ezt egyenletrendszeriink elsé egyenletébe
helyettesitve kapjuk, hogy 2x(822+5) = 0, innen z; = 0, amit a masodik egyenletbe helyettesitve
493 4+ 8y = 0,4y(y* +2) =0y, = 0.

Egyetlen staciondrius pont van P; (0,0).

Annak eldontéséhez, hogy e stacionarius pontban van-e szélséérték, és ha igen akkor milyen, ki
kell szdmolnunk a méasodik parcidlis derivaltakat és a A1, Ay determindnsokat (elég az eljelitket
tudni) a staciondrius pontokban.

2
%(z,y) =4822 + 2,

32
axafy (.T,y) = _4a
82
Ty{(%y) =12y> +8,

és
Aq(z,y) =4822 + 2,

4822 + 2 —4
A2(37, y) = 4 12y2 +8

Mivel A1(0,0) = 2, A2(0,0) = 0 a mésodrendii teszt nem ad eredményt. A mellékelt grafbol
sejthetd, hogy a (0,0) pontban lokélis (sét abszolit) minimum van:

= 8(2422 + 1)(3y? + 2) — 16.

MEGJEGYZES. Elébbi sejtésiinket szamitdssal is igazolhatjuk. Mivel
flzy) =42 +y* +2° — Aoy + 4° = 42’ + 4" + (z — 29)?

lathatd, hogy f(x,y) > 0 és f(z,y) = 0 csak tigy lehet ha 2 = y = 0 ami azt jelenti, hogy a (0, 0)
staciondrius pontban szigoru globalis minimuma van f-nek.



