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Gyakorlé feladatok valészintliségszamitasbodl végeredményekkel
& a megoldasra ajanlott feladatokat jeloli,

% a nehezebb feladatokat jeloli

. & Igaz-e, hogy tetszbleges A, B és C eseményekre teljesiil
(a) (AUB)\C =AU (B\C)? (Nem)
(b) AA(BAC) = (AAB)AC ? (Igen)
(Itt AAB:=(A\B)U(B\ A) a szimmetrikus differenciét jeloli.)
. & Egy szabdlyos érmével addig dobunk, mig egymds utdn azonos eredményeket nem kapunk. frja
le az eseményteret! (Q = {II,FF,IFF,FII,IFII,FIFF,...}) Mennyi a val6szinlisége annak, hogy
legfeljebb 6 dobasra van sziikség? (%)

& Szabélyos kockdval n-szer dobva mennyi a valésziniisége annak, hogy

(2) legaldbb egy 6-os van? (1 —(§)")

(b) pontosan egy 6-os van? (n 5 (%)n_l = nsé::l)

& Egy szabdlyos dobdkockaval kétszer dobunk. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy az elsé dobés
eredménye nagyobb, mint a masodiké? (5 =2 )

36— 12
& Egy szabdlyos érmét 9-szer feldobunk. Tekintsiik az
A := {a dobott fejek szdma péros}

eseményt. Hatdrozza meg a P(A) valdsziniiséget! ([(g) + (g) + (i) + (2) + (g)] oy =

N[ =
~—

& Egy szabdlyos érmét 9-szer feldobunk. Tekintsiik az

A := {a dobott fejek szdma legfeljebb 4}

eseményt. Hatdrozza meg a P(A) valdsziniiséget! ([(g) + (?) + (g) + (g) + (Z)] .

)

Két szabdlyos kockdval dobunk. Tekintsiikk az A = {az Osszeg paratlan} és B = {van l-es}
eseményeket. Irjale az AUB és AN B eseményeket és hatdrozza meg a valdszinliségiiket!

(AUB = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), (3,1), (4,1), (5,1), (6, 1), (2,3), (3,2), (2,5),
(57 2)7 (374)7 (473)7 (3’ 6)7 (67 3)’ (47 5)7 (574)7 (576>7 (675)}7

ANB=1{(1,2), (2,1), (1,4), (4,1), (1,6), (6,1)},

P(A)=18 P(B)=1—-2 P(AUB) =2, P(ANB) = 1)

N[ =

g

Bizonyitsa be, hogy P(AAB) < P(AAC)+P(CAB) teljesiil tetszbleges A, B és C eseményekre!
(Itt AAB:=(A\B)U(B\ A) a szimmetrikus differenciat jeloli.)

% Tiz par cip6 kozil taldlomra kivesziink 4 darab cip6t. Mennyi a valészintisége annak, hogy a
kihuzott cipokbdl osszeallithato legalabb egy par cipd, ha

e ] (s 24(Y)
(a) a cip6k kiillonboznek egymastdl 7 | 1 — =5

(%)

(b) a cip6k nem kiilonboznek egymdstdl ? (Természetesen a balos és jobbos cipk ebben az esetben
10

is kiilonboznek egymastol!) (1 _ 2 0.9133>

~ 0.3065)

(%)

& Egy tdrsasdgot, mely 2n emberbdl all, taldlomra két egyforma csoportra osztunk. Mennyi annak

a valdsziniisége, hogy a két legnagyobb személy kiilonb6zo csoportba kertil? (27:11)
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Egy urnaban fehér és piros golydk vannak. Visszatevéssel kihtizunk két goly6t. Bizonyitsuk be, hogy

legalabb % annak a valésziniisége, hogy a kihizott golydk egyforma szintiek! (Ha f darab fehér és

2 2
p darab piros van, akkor a valészin{iség % > 1)

& Feldobunk egy szabalyos dobdkockat, majd annyiszor 16viink egy céltablara, amennyit a kockaval
dobtunk. A céltablat minden egyes alkalommal % valészintiséggel talaljuk el. Mennyi a valdszintisége,

6 X
hogy legaldbb egyszer eltaldljuk a céltablat? 1 — % > (%)k = % + % (%)6 ~ 0.5081
k=1

& Mennyi a valdszinlisége annak, hogy az 52 lapos kartyabdl 5 lapot kiosztva full lesz az eredmény,

azaz 3 egyforma + 2 egyforma ? (Példdul harom 6-os és két kirdly; 4 szinb6l 13-13 kiillonb6z6 lap van.)
(GGG -6

< 3(52 2= =25 ~ 0.00144

5

Egy egységnyi hosszusagu szakaszt két ponttal harom szakaszra bontunk fel. Mennyi a valdszintisége,
hogy lehet haromszoget szerkeszteni a kapott darabokbdl? (i)

& Hirom szabdlyos kockaval dobunk. Tekintsiik az

A = {legalabb egy 6-os van} és B = {kiilénb6z6k a szdmok}
eseményeket. Hatdrozza meg a P(A) és P(A|B) valésziniiségeket! (P(A) =1- (%)3 ~ 0.4213,

P(A|B)=1- 343 = 1)

& Egy dobozban két fehér és két piros golyd van. Osszekeverés utdn kihtzunk két goly6t visszatevés
nélkiil, és attessziik azokat egy kalapba. Ezutdn Osszekeverés utan kihuzunk egy golyot a kalapbol.
Mennyi a valdszintisége annak, hogy a kalapban maradt masik goly6 piros, ha a kalapbdl kihtizott

1.2
. . 3-2 _ 2
goly6 fehér? (7%%+21%+0% =3
Két varos kozott a tavird osszekottetés olyan, hogy a leadott tavirdjelek koziil a pontok % része vonalla
torzul, a vonalak % része pedig ponttd torzul. A leadott jelek % része pont. Mennyi a valdszinlisége
3

3
annak, hogy ha a vev6 oldalon pontot kapnak, akkor az adé pontot tovabbitott? (m = %)
5 8 8

+

ot

ol

& Egy részvény kiindul6 dra egy petak. Egy év milva vagy kétszeresére novekszik az dra, vagy pedig
felére csokken. Mindkét lehet6ség ugyanolyan valészintiségii. A kovetkezd két évben ugyanez torténik,
és a véltozdsok fliggetlenek. Mi lesz hdrom év milva a részvényér eloszldsa? (Azaz milyen értékeket

1 1

vehet fel milyen valdszin(iséggel?) (Lehetséges értékek: 3, 5, 2, 8 a hozzatartozd valészintiségek:

)

Egy részvény kiindul6 ara egy petdk. Egy év milva vagy kétszeresére novekszik az ara, vagy felére
csokken, vagy pedig véltozatlan marad. Mindegyik lehetéség ugyanolyan valésziniiségi. A kovetkezd
évben ugyanez torténik, az els6 évi valtozastol fliggetleniil. Mi lesz két év miilva a részvényar eloszlasa?
(Azaz milyen értékeket vehet fel milyen valdszintliséggel?) Mennyi két év milva a részvénydr varhaté

1 1 1 2 3 2 1,
4 9 9 9 9 9

) ) )

00|+
oo|w
oo|w
|

értéke? (Lehetséges értékek: 1, 2, 4; a hozzatartozo valdszinliségek: a

. Y 49
varhato érték %>
& Két szabélyos kockdval dobunk. Mennyi a valésziniisége, hogy a dobott szdmok dsszege 7 7 Mennyi
a valészintisége, hogy a dobott szamok Osszege 7, feltéve, hogy a dobott szamok Osszege paratlan?
(%, illetve %)

& Egy dobozban egy golyé van, ami (egyenld valdszin(iséggel) fehér vagy fekete. Betesziink a dobozba
egy fehér golydt, és Osszekeverés utan kihtuzunk egy goly6t. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy az
1‘% 2

1 1.1 —
l.3+33 3

urnaban eredetileg fehér golyé volt, ha a kihuzott goly6 fehér?

Egy dobozban N darab fehér és M darab piros golyé van. Valaki taldlomra kivesz egy golyét,
amelynek nem tudjuk a szinét. Ezutan visszatevés nélkiil kihizunk két goly6t, melyek fehéreknek

bizonyulnak. Mennyi a valdszintisége annak, hogy a legelsének kivett golyé is fehér volt?
(")
(Vi) W

2 =
(Nz_l N g]) M N+M=2
(N+1v[—1) ‘Nram T (N+JVI—1) ‘N+M
2 2
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Két érménk van: egy szabalyos és egy ,,cinkelt”, aminél a fej valdsziniisége kétszer akkora, mint az
irdsé. Kivalasztunk egyet a két érme koziil egyenld valdszintiséggel és azt feldobjuk. Mi a valdszintisége,

2.1
hogy a cinkelt érmével dobtunk, ha az eredmény fej lett? (ﬁ = %)

# Legyen ¢ binomialis eloszlasi valésziniiségi valtozo (5, %) paraméterekkel. Hatdrozza mega P({ =
2) és P(—5 < £ < —2) valészinfiségeket! (P(§ =)= (1))’ =8, P-5<e< -2)= o)
& Egy ¢ diszkrét valésziniiségi valtozo lehetséges értékei 1, 2, ..., 10, eloszlasa

P¢=3j)=a-j, 7=12,...,10,

ahol a alkalmas valés szam. Hatérozza meg a értékét! (gz) Milyen k pozitiv egészekre teljesiil

55
PE<k) <37 (k<6

& Legyen ¢ exponencidlis eloszldstu valdszinliségi véltozé6 A = 5 paraméterrel. Hatdrozza meg a
P(£=3) és P(—2 < &< 1) valdszintiségeket! (P(€=3)=0, P(-2<&<1)=1—e77)

A Legyen ¢ egyenletes eloszldsu valdszintiségi valtozé a [0,1] intervallumon. Hatdrozza meg a
P(¢=1) é P(—3 <€&<3) valdszintiségeket! (P((=3)=0, P=(-3<¢<3)=3)

& Egy szabéalyos dobdkockaval tizenkétszer dobunk. Jelolje & a hdarmas dobédsok szamé&t. Hatdrozza
meg ¢ varhato éricket! (P(€ = k) = () (1)" (3)"7"
ezért E€ =12 % = 2)

ha k£ =0,1,...,12 binomidlis eloszlast,

& Az A és B jatékosok a kovetkezd jatékot jatszak. Az A feldob egy szabdlyos dobdkockat és
annyit fizet B-nek, amennyi a dobas eredménye. A B feldob egy szabdlyos érmét, és ha fej, akkor =
forintot fizet A-nak, ha iras, akkor 2x forintot fizet A-mak. Mennyi x, ha a jiték igazsigos abban
az értelemben, hogy A illetve B nyereményének véarhaté értéke 07 (x = %)

Egy szabdlyos dobdkockat feldobunk. Az eredményt jelolje &. Hatdrozza meg az E(y/€) vérhatéd
artcker! (E(vE) = 4 0, VE)

# Legyen ¢ egyenletes eloszldsi a (—5,7) intervallumon. Legyen 7 := &3. Hatédrozza meg 7
eloszlasfliggvényét, siirtiségfiiggvényét és varhatéd értékét.

0 ha y < (-5)?,

1
Sy +5 ——— ha (=53 <y<T73
Fyfy) = V2 ha (52 <y <7,  fyly) = 362> (=5)" <y
12 0 egyébként,
1 ha y > 73,
eo_ L [T 5, 16 e L v yrdy = 177
= — = — V. = — = —
! 12 -5 48 &Y K 36 (—5)3 vy 48

Legyen ¢ egyenletes eloszldsi valdszintiségi valtozé a [0,1] intervallumon. Hatdrozza meg az n := 1£T§
valésziniiségi valtozo eloszlasfliggvényét, sirtiségfiiggvényét, varhatd értékét!

0 ha y <0, . .

y ——— ha O<y<?i,

Fyy) =17, b 0<y<s  fily={0-p*> = 77
1 ha y > % ’ 0 egyébként,

1 1/2
x y
En= dz=1-In2 va E :/ 4 _dy=1-1n2
7 /0 1+ &Y =) =2

Viélasszunk a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldssal egy pontot. Jelolje £ a pont tavolsdgat a [0,1]
intervallum kozelebbi végpontjatél. Hatdrozza meg & eloszlasfiiggvényét és silirliségfiiggvényét!

2 ha O<JC<%,

Fe(r) =42 ha 0<az<1 _
e(@) voha 0<oSy, fel@) =9, cgyébként.

0 ha xéO, {
1 ha x>%,

(Tehét & egyenletes eloszlési a (0,) intervallumon.)
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. & Vilasszunk ki egy pontot véletlenszertien a {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (2,0)} halmazbdl
ugy, hogy mindegyik pont ugyanolyan valészintiséggel keriil kivalasztasra. Jelolje a kivalasztott pontot
(&, ). Hatérozza meg £ és n védrhaté értékét és a cov(€,n) kovarianciit. (Ef =En= %,
cov(&,m) = —%.) Fliggetlenek—e a ¢ és azn valdsziniiségi véltozék? (Nem)

* Vélasszunk ki két szamot a [0,1] intervallumban egymé&stdl fiiggetleniil és véletlenszeriien (azaz
egyenletes eloszldssal). Mennyi annak a valdszintisége, hogy a kivalasztott szdmok mértani kozepe

kisebb mint 5 7 (1Hz4)

& Egy ¢ valdszinliségi valtozé stirtiségfiiggvénye

0 ha z<2,
flx) = a

-3 ha z > 2.

T

2

Hatdrozza meg az a egyiitthaté értékét! Szdmitsa ki, hogy milyen z értéknél lesz P(¢ > z) = 1 7

(a=8, z=2V2)
Legyenek & és n fiiggetlen valészintiségi valtozok, EE = En =3, varé = varnp = 9. Hatédrozza meg
corr(§ + 1, &n) értékét! (\/g)

Mennyi egy egységnégyzetben egyenletes eloszlassal vélasztott véletlen pont legkdzelebbi oldaltdl vald

tavolsdganak varhaté értéke? Mennyi ugyanez egy egységkockaban? (%, illetve %)

A& Legyen & egy A\ paraméterti exponencidlis eloszldsi valdsziniiségi valtozé. Hatdrozza meg /€
stirliségfiiggvényét! Hatdrozza meg /€ stiriiségfiiggvényét!

) 0 ha y <0, Foel) 0 ha y <0,
= 3 =
Vel 2\ye="  ha y >0, vely 3\y2e " ha y > 0.

* Legyenek a &1,...,&, valdszinliségi valtozok fuggetlenek és egyenletes eloszldstiak a [0, 1] interval-
lumban. Legyen 1 :=min{¢{,...,&,}, ¢ := max{&,...,&,}. Hatdrozzuk meg n és ¢ varhatdértékét,
variancidjat, egyiittes stirtiségfiiggvényét, kovarianciajat.

nn—1)(z—y)"? ha 0<y<z<l,
0 egyébként,

f’?vf(y’ Z) = {

_ 1 _ _ _ _ 1
En—m, EC*?’LLH’ Varn—varC—m, COV(T],C)—W.
& Legyen ¢ standard normalis eloszldst. Hatdrozzuk meg &2 stirliségfiiggvényét.

1

fex(y) = v27y
0 egyébként.

e Y% ha y>0,

A Legyen ¢ egyenletes eloszldst az [1,2] intervallumon. Hatérozza meg az E(1/€) varhaté értéket!

(52v2-1)

% Legyenek ¢ és n fiiggetlen valészintiségi valtozok P(¢é =k)=P(n=k)=p(1-p)*, k=0,1,...
eloszlassal. Bizonyitandd, hogy tetszoleges n=0,1,... és k=0,1,...,n esetén
P(¢ = k¢ +n=n) = ——
- TEME LT

% Legyenek &,...,&, fliggetlen valdsziniiségi valtozok, E&, = 0, E{,% =1 és Ef,% < oo minden
k=1,...,n esetén. Legyen S, : =& +---+¢&,. Bizonyitandd, hogy

Z E(&) +3n(n —1).

k=1

E(Sp) = zn: E(&R) 6 E(Sp)
k=1

n
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% Egy urndban N cédula van, melyek meg vannak szamozva 1-t61 N—-ig. Kihizunk k cédulat
visszatevés nélkiil. Hatdrozzuk meg a legnagyobb kihizott szdm eloszlasat és varhaté értékét. (A
Gh G 6o
ORI EREN G

lehetséges értékek k, k+ 1, ..., N, a hozzatartoz6 valdszintliségek
. t st k
vérhaté érték 75 (N +1).)

% Két darab egységnyi hossziisagi botot véletlenszertien eltoriink, és a keletkezett révidebb darabokat
Osszeragasztjuk. Mennyi az igy kapott bot hosszanak eloszlasfliggvénye, siirtiségfiiggvénye és varhato
értéke?

0 ha z <0,

4z ha 0 <z <1
212 ha 0 <z <1 2
F(z) = z z) =14 4(1— ha i <z <1,
@ =1 a1~y ha 1<az<1, /(@) (1=2) ha 3 <z<
0 egyébként,
1 ha x> 0,

=

a varhato érték

& Legyen a ¢ valdszinliségi valtozé egyenletes eloszlasi a {—2,—1,0,1,2,3} halmazon, és legyen
n := &3, Milyen értékeket és milyen valdszintiséggel vesz fel n? Hatdrozza meg 7 véarhaté értékét,

variancidjat! (Az n egyenletes eloszldsi a {—8,—1,0,1,8,27} halmazon, En = %7 varn = %)

# Legyen a & valdszintiségi valtozd egyenletes eloszlasti a [0,1] intervallumon, és legyen n:= /€.
Hatdrozza meg 7 védrhat6 értékét, medidnjdt, interkvartilisét! (En = %, az 1 medianja @,
V3-1 )

-

interkvartilise

% Hatarozza meg a ¢ konstans értékét gy, hogy az

c-(r+y) ha z,y€]|0,1],
Flay) =0T e my e D)
0 egyébként

fliggvény slirliségfiiggvény legyen! Hatdrozza meg a koordinatdk korreldcids egyiitthatdjat! (¢ =1, a

korreldcids egyiitthaté —L-.)

Legyen a ¢ valdszinliségi valtozd egyenletes eloszldsi a {—3,—2,—1,0,1,2} halmazon, és legyen
n := £2. Milyen értékeket és milyen valészintiséggel vesz fel n? Hatarozza meg 1 varhaté értékét,

variancigdjat! (Az n lehetséges értékei 0, 1, 4, 9; a hozzdtartozé valésziniiségek %, %, %, %;

_ 19 _ 329
En="%, varn=5¢.)
Legyen a ¢ valészinfiségi valtozé egyenletes eloszlasi a [0,1] intervallumon, és legyen 7 := &2
Hatérozza meg 7 véarhaté értékét, medidnjdt, interkvartilisét! (En = %, az 1 medidnja i,
interkvartilise % )

% Hatdrozza meg a ¢ konstans értékét gy, hogy az

fla,y) = {C' (*+y?) ha z,y€0,1],

0 egyébként
fliggvény slirliségfiiggvény legyen! Hatdrozza meg a koordindték korreldcids egyiitthatéjat! (c = %, a
korrelécids egyiitthaté —13.)

A (&,m) kétdimenziés valdszinlségi valtozé lehetséges értékeit a  P(0,0), P(0,4), Ps(4,4) és
P4(4,0) pontok altal meghatdrozott négyzet belsejében lev) egész koordindtdju pontok alkotjik. A
(&,m) e pontokat egyenlé valdsziniiséggel veszi fel — a négyzet kézéppontja kivételével, amely négyszer
akkora valészintiséggel kovetkezik be, mint a tobbi. Szamitsa ki a £ és n korreldciés egytitthatéjat!
Allapitsa meg, hogy fiiggetlenck—e a & és az 1 valdszintiségi valtozok? (A korreldcids egytitthaté 0,
tehét korreldlatlanok, de nem fiiggetlenek.)

Hatéarozza meg az exponencidlis eloszlds medidnjat és interkvartilisét! (A A paraméterti exponencialis

eloszlas medidnja lr‘TQ, az interkvartilise lnT?’)

Hatérozza meg az [a,b] intervallumon egyenletes eloszlas ferdeségét és lapultsdgét! (A ferdeség 0, a
lapultség —2.)



56. % Legyenek ¢&,...,¢&, fliggetlen, A paraméterii exponencidlis eloszlast valészintiségi valtozok.
Bizonyitsa be, hogy

max{gla'“,gn} és §1+—+...+z

eloszldsa megegyezik!



