DEBRECENI EGYETEM, KTK

Feladatok a Gazdasagi matematika II. targy gyakorlataihoz

& a2 megoldasra ajanlott feladatokat jeloli, e feladatokat a félév végére megoldottnak tekintjiik
% a nehezebb feladatokat jeloli

Az R" vektortér

(1) Legyen a = (=3, 4, 2), b= (5,0, —4), ¢ = (2, 7, 8). Hatarozzuk meg az a — 3b+
¢, 3a + b — 2¢, ba + 4b — 6¢ vektorokat.

(2) & Legyen 4(z, y, z) + 5(—1, 2, 4) = (-1, 8, 32). Hatarozzuk meg az (x, y, 2)
vektort.

(3) Linearisan fiiggetlenek-e a (2, 3) és az (5, 4) vektorok?

(4) Igazoljuk, hogy az ai, as, asz vektorok bazist alkotnak R3-ban. Szamoljuk ki az
vektor koordinatait ebben a bazisban, ha a; = (2, —1, 3), as = (1, 4, —2), a3z =
(1,0, 2), == (1, —1, 0).

(5) Bazist alkotnak-e R3-ban az ay, as, az vektorok. Ha igen, akkor szamoljuk ki az
x vektor koordinatait ebben a bézisban, ha a; = (1, 1, 1), ay = (1, 1, 2), ag =
(1,2, 3), = = (6,9, 14).

(6) & Szamoljuk ki az a vektor hosszat, az a és b vektorok skalaris szorzatat, és az
altaluk bezart szoget, ha

(a) da=(2,—1,4), b= (3,5, 2);
(by a=(1,0,7), b=(0, =2, 6);
(c) a=(3,4,1), b=(-2,2,6).

(7) Hatarozzuk meg a kovetkezs vektorok altal generalt altér egy bazisat és dimenz-
i6jat
=(2,1,3, —1)
( ]'7 ]'7 )
= (4,5, 3, 1)
ay = ( 5 3 1)

(8) Alteret alkotnak-e az R’ vektortérben a megadott részhalmazok? Ha igen, akkor
hény dimenziésak?
(a) & L={(21,20,23,74,25) | ¥1 =15 22 =23}



(b) L ={(v1,20,23,24,25) | o1 =22+ 23— 24 +25=0}

(¢)  L={(x1,29, 23 24,25) | x; =2k parosszam ke€Z, i=1,2,..,5}
(d) L= { (1’1,252,373,1’4,1'5) ‘ T1,T5 € Q }

() & L={(vy,m9,23,74,75) | 23 +23+22=0}

Matrixok és determinansok

(9) & Szamitsakiaz AB, BA, AC, ABC, ADF, DF,G?, 3G*—2G+5G° matrixokat,

ha
1 2 -1 0 2 0
i=(a3) 5=(50) e=(0s)
-2 1 -2 3
p(320) e[ ) a2
0 3 =5 2

(10) Hatarozza meg az AX, X " A matrixokat, ha

3 7 3 1 0
A=11 -1 4 | és(a) X=[01], (b) X=1]1
2 1 8 0 1

(11) Legyen

a=(5 )

Hatarozzuk meg az A™ matrixot!

(12) Legyen

2 =2 -4
A=|-1 3 4
1 -2 =3

Mutassuk meg, hogy A? = Al
(13) & Hatéarozzuk meg az osszes olyan X 2x2-es matrixot, melyre AX = X A, ha

A:@ g)

(14) & Az els6 évben harom cég A, B és C piaci részesedései rendre 20, 60, 20%. A
masodik évben ez a kovetkezGképpen valtozik: A fogyasztoinak 85%-a nala maradt,
5%-a B-hez, 10%-a C-hez keriil, B fogyasztoinak 55%-a nala marad, 10%-a A-hoz,



(15)

(16)

35%-a C-hez keriil, mig C fogyasztoinak 85%-a nala marad, 10%-a A-hoz, 5%-a B-
hez keriil. Irjuk fel a piaci részesedés-vektort, és jeloljiik azt s € R3*1-el. Tekintsiik
a

0,85 0,10 0,10

0,05 0,55 0,05

0,10 0,35 0,85

matrixot. Szamoljuk ki a T's vektort, mutassuk meg, hogy az éppen mésodik év
piaci részesedés vektora. Hogyan értelmezhets a T?s 1= T(Ts) vektor?

T =

Az els6 évben harom cég A, B és C piaci részesedései rendre 15, 40, 45%. A
masodik évben ez a kovetkezSképpen valtozik: A fogyasztoinak 75%-a nala maradt,
15%-a B-hez, 10%-a C-hez keriil, B fogyasztoinak 90%-a nala marad, 5%-a A-hoz,
5%-a C-hez keriil, mig C fogyasztoinak 65%-a nala marad, 30%-a A-hoz, 5%-a B-
hez keriil. Legyen a piaci részesedés-vektora s € R3*!. Hatdrozza meg a T' € R3*3
matrixot ugy, hogy, T's éppen mésodik év piaci részesedés vektora legyen!

& Egy cég 3 raktarban 4 féle terméket tarol. Az alabbi tdblazat mutatja a tarolt
mennyiségeket, az egyes termékek egységarait, a raktarozas koltségét, valamint a
raktar befogado képességét.

T1 | T2 | T3 | T4 | koltség (Ft/db) | Kapacitas
R1 101 4 10| 5 200 30
R2 3 d 0 |15 300 25
R3 151 9 | 10 | 40 150 80
Egys.ar(Ft/db) | 200 | 100 | 300 | 50

Valaszoljunk matrixmtveletekkel az alabbi kérdésekre!

(
(

a) Hany darabot tarolnak az egyes termékekbol?
b) Mekkora az egyes raktarak szabad kapacitasa?

(c) Mennyi az egyes termékek raktarozasi koltsége?

)
)
)
)

(d) Mekkora értéket tarolnak az egyes raktarak?

(17) Egy cég 4-féle terméket allit elS, melyhez 3-féle alapanyag sziikséges. Az alabbi

tablazat mutatja, hogy melyik termék elGallitasahoz hany egység sziikséges az
egyes alapanyagokbol, tovabba tartalmazza a tablazat az egyes alapanyagok aréat,
valamint a kész termékek eladasi arat.

T1 | T2 | T3 | T4 | koltség (Ft/db)
Al 125 |1 100
A2 0] 4213 200
A3 2 [ 3|5 | 4 300
Egys.ar(Ft/db) | 400 | 600 | 500 | 400

Az egyes termékekbdl rendre 10, 20, 30, 40 darabot allitunk el6. Valaszoljunk
matrixmiveletekkel az alabbi kérdésekre!



a) Mennyi az egyes termékek elGallitasi koltsége?

(
(

)

b) Mennyi a cég bevétele?

(c) Mennyi a haszon az egyes termékeken?
)

(d) Mennyi az 6sszhaszon (profit)?

(18) Egy iizemben importbol beszerzett 5-féle alkatrészbdl 4-fajta végterméket szerel-
nek dssze. Egy megfigyelt id&szakban a V) termékbdl 50, a V5 termékbdl 70, a
V3 termékbdl 32, a Vj termékbdl 20 egységet allitanak els. Az egyes termékek
fajlagos alkatrész-sziikségletét a kovetkezd tablazat mutatja:

A1 AQ A3 A4 A5
Vitlt]012]3]|1
Vol0 | 211310
Vsl O] 312|113
Vail1 5131215

Az egyes alkatrészek beszerzési ara 3; 2, 5; 1;4; 2 ezer Ft/darab. Valaszoljunk méat-
rixmiiveletek felhasznalaséval az alabbi kérdésekre:

(a) Mekkora a termékek fajlagos alkatrészkoltsége?
(b) Az egyes alkatrészekbdl hany darabot kell importalni?

(c) Mennyi a teljes importkoltség?

(19) Szamitsa ki a kovetkez6 determinansok értékeét:

e
a) & 11 2], b) 510 11
13 3210
005 1 1 2 3 4
00 6 2 3 4 5 6
c) M 56 7 3| d) 5 6 7 8
12 3 4 31 23 55 492

(20) A kifejtési tétel alkalmazasaval szamitsa ki a kovetkezs determindnsok értékét:

a 1 11 311 1
b 01 1 211 1
a)# c 10 1| b) 8595
d 110 11 7 7 4

(21) Hatarozza meg az A matrix determinansét, ha az A matrix a;; eleme
a) Qi = mlH(Z,j),

b)  a;; = max(i, j).



(22) & Hatéarozzuk meg az x valos szamot ugy, hogy

x 1 3 9
) |2 =1 4[=0, b |5 2x2_1’:0
1 5 =
teljestiljon.
(23) Irja fel x polinomjaként az aldbbi determinénsokat:
1 2 3 . n
1 5 1 ) g g 1 z+1 3 e n
- 1 2 z+1 ... n
2) 2 3 1 6 |0 P o , ,
2 3 1 9—a? :
1 2 3 r+1

11 1 1
11—z 1 L,
1 12—z 1 |7
11 13—z

(25) Mutassa meg kizarolag sorok (vagy oszlopok) egyméasbol valo kivonasaval, hogy
12 22 32 42
22 32 42 52
32 42 52 62
42 52 62 72

(26) Mikor invertalhato az ( CCL Z ) matrix? Hogyan szamithatjuk ki az inverzét?

(27) Invertalhatok-e az alabbi méatrixok, és ha igen, hatérozza meg az inverziiket!

1 1 2
oe (2 75) b (011,
1 1 3
BN
c) M 3 -1 4 |, d) L -1 1 -1 |
2 07 1 -1 -1 1
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(28) Mennyi az A matrix rangja? Adja meg a sorvektorai altal generalt altér egy

béazisat!
D11 -2 0
a) d A= , b) A= 4 5 6
1 -1 1 -1 - 16
1 -1 -1 1

(29) Milyen A értékek mellett invertalhatok az alabbi matrixok:

1 1 2 1 A =12 1 X2 0
a [ 3 -1 A], be 2 3 A, o [ ro01
1 -1 -1 1 2 6 01 3
(30) & Mutassa meg, hogy az
1 2 3
A=\ 1 3 -2
2 4 7
méatrix invertalhato, és hatarozza meg az A - X = B egyenlet dsszes X € R33

megoldasét, ha

4 7 1
B=| -14 8 -5
11 14 3

(31) & Hatéarozza meg az A méatrix sajatétékeit és sajatvektorait, ahol

2 1 -1
a)A:(fg), ) A=|0 -1 o
0 2 1

Linearis egyenletrendszerek

(32) Oldja meg Gauss eliminécioval az alabbi linearis homogén egyenletrendszereket:

8r1 +2x9 4+9x3 +5r4, = 0 2r1  +x9 —4x3 = 0

‘ 4131 +Xo +3$3 +r4 = 0 s 3561 +5$2 —7553 = 0 s
8.%‘1 +2$2 +5I3 +r4 = 0 41’1 —51’2 —6.733 =0
3£L'1 +x9 +x3 = 0 95(31 +21[E2 —151’3 +5ZL‘4 = 0

r1 +I9 +l’3 = 0’ 121}1 +28I2 —201'3 +7ZL’4 = 0

(33) Oldja meg Gauss eliminacioval az alabbi linearis inhomogén egyenletrendszereket:

301 —2ry 4wy +224 = 1 201 +5ry —8rg = 8
4%1 —1—3332 _91'3 = 9

‘ T +Xo —I3 —Ty = _2’ 5 5 . B -
: T +8.T2 —7$3 = 12



(34) & A Cramer szabéllyal a kovetkez$ linearis egyenletrendszert:

1 1 2 1 1

2 -1 2 o | = | —4

4 1 4 I3 3

(35) @& Milyen a, b mellett alkalmazhat6 a Cramer szabaly a kovetkezs lineéris egyen-
letrendszerre?

a 1 2 1 1
2 5 2 To = 2
4 1 b xIs3 3

Legyen a = 1, megvalaszthato-e (és ha igen, akkor hogyan) b tgy, hogy z; = 4
megoldasa legyen az egyenletrendszernek?

(36) Megoldhatok-e kovetkezs linearis egyenletrendszerek? Ha igen oldjuk meg Gket!

T +x9 +2[L’3 +3$4 = 1 21’1 +Zo +r3 = 2
31’1 —X2 —XT3 —21’4 = —4 ‘ I +3I2 +x3 = 5
201 +3x9 —x3 —x14 = —6 r1  +x9 +drs = —T°

T +2ZE2 +3$3 —Ty = —4 21’1 +3[L‘2 —3{E3 = 14

Tudjuk, hogy az els6 rendszer determinansa -153, a masodik rendszernél a bévitett
méatrix determinansa 0.

(37) Adjuk meg a kovetkezd linearis egyenletrendszerek sszes megoldasat (a Cramer
szabaly felhasznalasaval)l Tudjuk, hogy az els6 rendszer matrixanak és bovitett
méatrixanak rangja 2, de ha a (2,3) indexhez tartozo 1 elemet 3-ra valtoztatjuk,
akkor az elgbbi két rang 3-ra véltozik és a bal fels sarokdeterminans vehets rang-
meghataroz6 determinansnak.

9 1 -1 -1 1 N 1
P I o
3 3 -3 -3 14 x?’ | 2 |
4 5 -5 -5 7 4 3
Ts
2 1 -1 -1 1 1 1
a1 3 12 2o
3 3 -3 -3 4 Bl = | 9 |
4 5 -5 -5 7T T4 3
Ts
3 1 —2 1 -1 11 1
2 -1 7 -3 5 = N
1 3 —2 5 —7 BT 3
3 -2 7 -5 8 T4 3
X5

(38) & Tekintsiik a kovetkez$ linearis egyenletrendszert:

2271 +3[L’2 —Tr3 = 2
3r; +Ary +4x3 = 5.
7(E1 —|—4.T2 +2$3 = k



a) Legyen k = 8. ) milyen értékei esetén nincs megoldasa az egyenletrendsz-
ernek?

b) Most legyen A = —2. Milyen k esetén oldhaté meg az egyenletrendszer?

(39) Matrixinvertalas segitségével oldjuk meg a kovetkezs linearis egyenletrendszereket:

T+ To — 21’3: -3 2I1+3l’2 —T3 = 3
2x1 — x9 + dx3 =15 r1 —2wo+4x3 =17
61’1 — Ty — 41’3: —8 31’1 +ZL‘2+5JI3 = 14.

Linearis leképezések, diagonalizalas

(40) & Legyen a p: R® — R? linedris leképezés matrixa (a természetes bazisra vonatkozoan)

13 2
A, =211
3 2 3

a) Hatarozzuk meg az x = (1,1, 2) vektor képét!
b) Hatarozzuk meg azt az = vektort, melynek képvektora az y = (—2,—5, —5)
vektor!

(41) Vizsgaljuk meg, hogy melyek diagonalizalhatok az alabbi méatrixok koziil. A di-
agonalizalhatok esetében hatérozzuk meg azt az S matrixot, amellyel ST'AS di-
agondlis matrix.

2 -1 -1 10 —1 2 0 4
aA=|0-1 o], A=|12 1], A=[3 -4 12
0 2 1 2 2 3 1 -2 5

(42) Hatarozzuk meg az alabbi matrixok sajatértékeit és sajatvektorait!

9 5 5 2 11 00 6
MA=|(595|n=4 B=[131 c=(100
55 9 12 2 030

(43) Diagonalizaljuk az alabbi szimmetrikus matrixokat, azaz hatarozzunk meg olyan
U ortogondlis métrixot, melyre UT AU diagonalis! (U oszlopvektorai a matrix
normalt lin. fiiggetlen sajatvektorai)

2 2 9 12
‘A:<2 5) A:<12 16)

1 3 0 1 3 4
MA=| 3 -2 -1 A=13 10
0 -1 1 4 01



(44) Hatarozzunk meg a kovetkezd kvadratikus forméak kanonikus alakjat és dontsiik el
hogy definitség szempontjabol milyenek!

a) & 277+ 513 + 4z 19 b)  9z% + 1623 + 247 79

c) & a3 =223+ 2+ 6x1m9 — 2w d) 22+ 23+ 2k + 6100 + STy13

Tobbvaltozos fiiggvények, sorozatok, folytonossag

(45) Hatarozza meg a kovetkezo fiiggvények értelmezési tartomanyat (és abrazolja a
kapott halmazokat az R? ill. R? térben):

(a) f(z,y) =In zy;
(b) & f(z,y)=/1-% - % (a,b>0);

(c) f(z,y) = /sinm(z? + y?);

1
d = .
(@) fa.y) arccos( x2+y2—1)’
(e) & f(z,y,2) =R —2>—y*— 22+ ———— (R>7r>0).

Varty2 4222
(46) Hatarozza meg, milyen alakzatot alkotnak az f(z,y) = 2o egyenlet megoldésai, ha
(a) & f(z,y) = 2* + 9% 2 = 25
(b) f(z,y) =cosm(z+y), z0=1;
(c) flz,y) =tgFay, 20 =1
(d) & f(z,y) =sinm(z? + y?), 20 = 0.
(47) (a) Szemléltessiik az f(x,y) = 2* + y* (z,y) € R? fiiggvényt!
(b) Szemléltessiik az f(z,y) = /2% + y? (z,y) € R? fiiggvényt!

(48)

Létezik-e hatarértéke az (R3-beli) (a,) sorozatnak ? Ha igen, hatarozza meg.

[ )

() @, = (ngil, 2, L)
(b

(

Jan=((1+3)", 2 25);
) an, = (sinmn, n, ).
(49) Léteznek-e a kovetkezo fiiggvényhatéarértékek 7 Ha igen, hatarozza meg.

2?2 + 2xy + 1

li T e g
(a) & o2 22—y
(b) & lim Y
@y)—(30) Y
1
(c) & lim ;

(.z’7y)—>(1,1) €r — y



(d) lim W
(z.y)—(0,0) T + 2y + Yy

(50) & Folytonosak-e az alabbi, az egész R?-n értelmezett fiiggvények?
(a) flz,y) =2 —y;
(b) f(z,y) = sin ay;
(¢) f(z,y) =In(z* +y*> +1).

(51) Folytonosak-e (0,0)-ban a kovetkezd fiiggvények ?

(a) ‘f(x’y): {%’ ha (x,y);é(0,0)

0, ha (z,y) = (0,0);

_ )t ha(z,y) #(0,0)

(b)  flx,y) = {0’ ha (z.9) = (0.0)
C T — %’ ha ($,y) 7é (070)
() & fl@9) {o, ha (z,y) = (0,0).

Tobbvaltozos fiiggvények differencialasa

(52) & Szamitsa ki a kovetkezd fiiggvények els6 parcialis derivaltjait, majd hozza Gket
egyszer(ibb alakra.

(a) flz,y) =2 = 2zy+y* — 2+ 1;
(b) f(z,y) = (2* — 227y + y*)T;

¢) f(x,y) = xycos x2y:

(c) flz,y) ==y y?s

(d) flz,y) = eV

(e) flz,y) = 2z +y)* .

(53) Szamitsa ki a kidvetkezo fliggvények masodrendii parcilis derivaltjait.
(a) & f(z,y) = 2* = 32°y + xy® +
(b) & flz.y) = =2
(c) f(z,y) =sinz cosy;

(d) & f(z,y) = 5

(54) @& Hatarozza meg az alabbi fiiggvények irAnymenti derivaltjat az a irdny mentén
(figyelem a nem egységvektor!) a megadott (xo, o) pontban!

(a) f(a:,y) = 227 +y— 1a a = (17 1)7 (x0>y0) = (2v 1)a
(b) f(x,y) =zxe™ —xy, a= (374)7 (x07y0) - (17 1)‘



(55) Y Mutassa meg, hogy az alabbi fliggvény parcialis differencialhanyadosai az origbban
nem folytonosak, de ott a fiiggvény mégis differencialhato.

(56) % Legyen f : D C R?* — R differencidlhato az (xg,yo) € D bels6 pontban és
tegyiik fel, hogy itt az els§ parcialis derivaltak legaldbb egyike nem nulla. Milyen
e irany mentén lesz a D, f(xq,yo) irdanymenti derivalt maximalis (minimalis)?

(57) A lancszabaly segitségével szamitsa ki h'(t)-t, ha h(t) = f(e(t), (1)) és
(a) & f(z,y) =222+ 9% —ay, o) =1, P() =1,
(b)  f(z,y)=zxzlny+ylnz, t)=t+1,¥(t)=Int.

(58) A lancszabaly segitségével szamitsa ki Oy F'(uq, ug), 02 F (uq, ug)-t, ha

Fuy,ug) = f(g(ur, uz), h(u, uz), k(u, uz)),

és
(a) o f($1,902,$3) = 2$%+9E§—3I1$3, 9(“1&2) = U1U2, h(ul,uz) = Uy, k(ulaUQ) =
U1/U27

(b) f($1,2$27$3) = (z12223)°, g(u1,uz) = In(uy+us), h(uy, ug) = ui, k(ur, ug) =
(u1/uz)”.
59) & Az y® +1y° — 22 — 2 +4 = 0 egyenlet implicit médon meghatarozza az y = f(x
Yy Ty gy g Yy
fiiggvényt, és f(2) = 1. Hatarozza meg f'(2)-et!

(60) Az 22° + 3zyz — 4z — 1 = 0 egyenlet implicit médon meghatarozza az v = f(y, 2)
figgvényt, f(1,1) = 1. Hatérozza meg a 0, f(z,y), 0, f (x,y) parcialis derivaltakat!
Szamolja ki ezen parcialis derivaltakat az (1,1) pontban is.

(61) % Az 22° + 3zyz + 52 +u = 0,zyzu + 2¢¥ — 10z = 0 egyenletek implicit mo-

don meghatarozzak az © = f(z,u),y = g(z,u) figgvényeket. Hatarozza meg a
0.f(z,u), 0y f(z,u) parcialis derivaltakat!

Kozonséges és feltételes széls6érték



(62) Hatarozza meg az alabbi fliggvények stacionarius pontjait és lokalis szélsGérték
helyeit, azok tipusat és nagysagat.

(a) flayy) =a?+2y° —x —2y — 1, (z,y € R);
(b) & flz.y)=2"+y' —2® - 22y —y?, (z,y € R);
(c) flz,y) = 22" +y* — 22 — 29, (z,y € R);
(d) & flz,y) =2+ +ay, (z >0,y >0);
() flz,y) = e (i 2vind), (z,y € R);
(f) flz,y) = 2" —doy +y° +y* + 5, (z,y € R);
(g) flay) = 2(@®+y—1)% (z,y € R);
(h)  floy) =e" V(5 - 22 +y), (z,y € R);
k) & f(z,y)=2>+y>—T750—12y+T, (x,y € R);

1) % flr,y)=2*+2y+y>*—4lnzr—10lny, (z>0,y>0).

(63) Hatarozza meg az alabbi fiiggvényeknek a megadott korlatos, zart (kompakt) D
halmazon felvett minimuméat és maximumét!

(a) flz,y) =2 —2y -3, D={(z,y) eR® : z,y,x+yec(0,1] };

b) & flz,y)=2>+y*—azy+3x—3y, D={(r,y) €eR? : 2>0,y>0,y<2—2z };

() & flzy)=2"yd—z—y), D={(z,y) €R* : 220,y >0,y<6-z};
(d) flay) =a® —ay + 92, D={(z,y) €R® : [a|+y[ <1}
(e) flx,y,2) =z +y+ 2z, D={(z,y,2) €R® : 22 +y*<2<1}

(64) & Egy vallalat kétféle terméket gyart, A-t és B-t. Tegyiik fol, hogy z egységnyi A
és y egységnyi B termelésének napi koltsége

C(z,y) = 0,042 +0,01zy + 0,01y* + 4z + 2y + 500 €.

Egységnyi A termék ara 15€, B ara 9€. Hatarozzuk meg x és y értékét ugy, hogy
a profit maximaélis legyen.

(65) Tekintsiik az F/(K, L) = 6K2L3 termelési fiiggvényt, K a felhasznalt téke, L a fel-
hasznalt munka. Egy egység aru elgallitasi koltsége p = 0, 5, a t&ke egy egységének
koltsége r = 0, 1. Egységnyi munka koltsége (bérarany) w = 1. Maximalizaljuk a
profitot. A profit kiszdmitasa

P(K,L)=pF(K,L) — rK — wL.



(66) @& Egy vallalatnak 3 iizeme van, amelyekben ugyanazt a terméket allitjak els. Le-
gyenek z,y, z az elGallitott termékek szama rendre a harom iizemben, melyek egy
2000 egységes megrendelést elégitenek ki. A harom iizem koltségfiiggvénye rendre

1
Ci(z) = 200 + ——a?,

1
Cy(x) =200 4y + —1°,
(

100

300

Cy() = 200 + 102
Az 6sszkoltseg C(x) = Cy(z) + Cy(z) + Cs(x). Minimalizaljuk a C' fiiggvényt.

(67) Hatarozza meg az alabbi fliggvények feltételes szélsGértékeit!

()
(b)

()
(k)

& f(zy) =2+

& f(zy)=r—-2y+22,

flay) =+
flx,y) =y,

fl@y) =z +y,
flzy) =1+,

flz,y) =4z —y,

fz,y) = zy*2?,
*  flr,y) = ayz,
*  flz,y) =ayz,

ha §+ £ =1;
ha 22 +¢* + 2% = 1;

ha 22 +¢y? = 1;

ha 22 — y* = 15;
haz+2y+32z=a(a>0,z,y,2>0);
haa?+y?+22=1ac+y+2=1;

hax+y+z2=52y+yz+zx=238.

(68) & A kozgazdasz-hallgatd Tohotom 100 Ft egységara virslire és 300 Ft egységaru
sorre kolti el (teljes egészében) 9.000 Ft zsebpénzét. Tudja, hogy hasznossagi
fiiggvénye

U(l’l,»’h)

2 1
= § 1H<ZL‘1) + 5 11’1(1’2)

alakt, ahol x1 a virslib6l, x5 a sorbdl vasarolt mennyiséget jeloli. Melyik termékbdl
mennyit vasaroljon T6h6tom, hogy U-t maximalizalja (az adott mellékfeltételek
mellett)?



Eseményalgebra

(69) & Mutassuk meg, hogy tetszéleges A és B eseményekre P(AUB) < P(A)+P(B).
(70) Mutassuk meg, hogy tetszéleges A, B, C, D és E események esetén

P(ANBNCNDNE) > P(A) + P(B) + P(C) + P(D) + P(E) — 4.

(71) & Egy teheraut6 harom telepiilésre szallit tiizelsanyagot. Jelolje A; (1 = 1, 2, 3)
azt az eseményt, hogy egy adott napon az i-edik telepiilésre szallit. Fejezziik ki az
A; eseményekkel a kévetkezGket:

(a) csak az elsd telepiilésre szallit;
(b) egyik telepiilésre sem szallit;

(c) legalabb egy telepiilésre szallit;
(d) legalabb két telepiilésre szallit;
(e) csak a masodik telepiilésre szallit.

(72) Egy szamitastechnikai szakiizletbe laptopot szallitanak. Mindségellendrzés soran
ezek koziil véletlenszerten kivalasztunk négy darabot. Jeldlje A; (i = 1, 2, 3, 4)
azt az eseményt, hogy az i-edik késziiléek hibas. Fejezziik ki A; segitségével az
alabbi eseményeket:

(a) mind a négy késziilék hibas;
(b) legalabb egy késziilék hibés;
(c) egyetlen késziilék sem hibas;
(d) csak az elsg késziilék hibas;
(e) minden késziiliik hibatlan;
(f) pontosan egy késziilék hibas.

(73) & Egy dobokockat egyszer feldobunk. Jelolje A azt az eseményt, hogy legalabb
3-ast dobunk, B azt, hogy legfeljebb 4-est. Adjuk meg az AU B, AN B, A\ B,
B\ A eseményeket!

(74) Jelentse A azt az eseményt, hogy egy 32 lapos magyar kartydbol pirosat hizunk,
B pedig azt az eseményt, hogy hetest. Mit jelentenek az AU B, ANB, A\ B, A
események?

Kombinatérikus valdszintiségek

(75) Két szabalyos kockaval dobunk. Tekintsiik az A = {az Osszeg paratlan} és B =
{van l-es} eseményeket. Irjale az AUB é AN B eseményeket és hatarozza



meg a valoszintségiiket!

AUB:{ (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(3,1), (4, 1), (5,1), (6, 1), (2,3), }
(3,2),(2,5),(5,2),(3,4),(4,3),(3,6),(6,3), (4,5), (5,4), (5,6), (6,5)
ANB = {( ) ( ) (174) (471)7(176)7(671)}7 P(A) = %7 P(B) = 1= %7
P(AUB) = gg, P(ANB) =

(76) & FEgy szabalyos dobokockaval kétszer dobunk. Mennyi a valoszintisége annak,

hogy az els6 dobas eredménye nagyobb, mint a masodiké? (% = 15—2)

(77) % Egy szabalyos dobokocka egy lapjara az 1-es, két lapjara a 2-es, harom lapjara
a 3-as szam van irva. A dobodkockaval kétszer dobunk egymas utan. Mennyi a
valoszintisége, hogy a dobott szdmok Osszege 47

(78) & Szabalyos kockaval n-szer dobva mennyi a valésziniisége annak, hogy

(a) legalabb egy 6-0s van? (1— (2)")

(b) pontosan egy 6-os van? <n e (%)nil = "567:1)

(79) & Egy szabalyos érmét 9-szer feldobunk. Tekintsiik az
A := {a dobott fejek szama paros}

eseményt. Hatarozza meg a P(A) valoszintséget!

(0)+G) ()= ()~ ()] 5-3

(80) & A 32 lapos magyar kiartyabol 4 lapot kihizva mennyi a valészinisége, hogy a
kihtzott lapok kozott legalabb egy asz van?

(81) & Mennyi a valoszintisége annak, hogy az 52 lapos kartyabol 5 lapot kiosztva full
lesz az eredmény, azaz 3 egyforma + 2 egyforma ? (Példau] harom 6-os és két

o o TR 1312 (3)-(3)
kiraly; 4 szinbdl 13-13 kiilénboz6 lap van.) ® =5 17 5 ~ 0.00144
5

(82) & Egy dobozban 4 piros goly6 van. Legalabb hany fehér golyot kell a dobozba
tenni ahhoz, hogy a fehér golyd huzasanak valoszintisége 95%-nél nagyobb legyen?

(83) & Egy tarsasagot, mely 2n emberbdl all, taldlomra két egyforma csoportra
osztunk. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a két legnagyobb személy kiilonb6z6

csoportba keriil? (27;1_1)

(84) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy Otven {Gs tarsasagban van legalabb két
olyan ember, akik ugyanazon a napon sziilettek?

(85) Egy urnaban fehér és piros golyok vannak. Visszatevéssel kihuzunk két golyot.
Bizonyitsuk be, hogy legalabb % annak a valoszintisége, hogy a kihtizott golyok
egyforma szintek! (Ha f darab fehér és p darab piros van, akkor a valoszintiség
L2 )

(f+p)? = 2

(86) Arpad és Eszter teniszeznek. Arpad 0,4, Eszter 0,6 valosziniiséggel nyer meg egy

jatszmat. Osszesen harom jatszmat jatszanak, és az a gyGztes, aki tobb jatszmat

nyer meg. Mennyi annak a valoszintisége, hogy Eszter nyeri a jatékot?



(87) % Egy cinkelt dobokockéval a 6-os dobas valoszintisége 5, a tobbi dobas valo-
szinlisége azonos. Mennyi a valoszintisége annak, hogy ezt a dobdkockat kétszer

feldobva a dobott szamok Gsszege 57

(88) & Egy szabalyos érmével addig dobunk, mig egymés utan azonos eredményeket
nem kapunk. Adjuk meg ennek a kisérletnek egy valoszintiségi modelljét! (2 =
{II,FF,IFF, FII,IFII,FIFF,...}, A=2% egy k-hosszisagi elemi esemény
valoszintisége 2%) Mennyi a valosziniisége annak, hogy legfeljebb 6 dobasra van

sziikség? (%)

Geometriai valdszintiségek

(89) Egy egységnyi hossztisagi szakaszt két ponttal harom szakaszra bontunk fel. Men-
nyi a valoszintisége, hogy lehet haromszoget szerkeszteni a kapott darabokbol?
(3)

(90) & Hajotorottek egy lakatlan, névényzet nélkiili szigeten azt tervezik, hogy a vihar-
ban zatonyra futott eredeti vitorlas hajojuk darabjaibol 1j, kisebb hajot épitenek.
A vihar az arbocot véletlenszerien harom darabra torte. Tudjuk, hogy ha az
eredeti 40m hosszi arbocnak maradt egy legalabb 20m-es darabja, akkor a hajo
megépithetd. Mi a valoszintisége, hogy amikor visszatsznak a hajéroncshoz, talal-
nak ilyen darabot? (%)

(91) #Véletlenszertien kivalasztunk két, 0 és 1 kozé esd valos szamot. Mennyi annak a
valoszintisége, hogy

(a) a kivalasztott szamok Gsszege kisebb, mint 3/27 ({)

(b) a kivalasztott szamok szorzata kisebb, mint 1/47? (—H’}l“)

(92) % Valasszunk ki két szamot a [0,1] intervallumban egymastol fiiggetleniil és vé-
letlenszertien (azaz egyenletes eloszlassal). Mennyi annak a valoszintisége, hogy a

kivalasztott szamok mértani kdzepe kisebb mint % ? (1+T1n4)

(93) Mennyi a valoszintisége, hogy valamely, talalomra kivalasztott, az egységnél révidebb
élhosszusagn téglatest testatloja az egységnél kisebb? (%)

(94) & Két egyetemista megbeszéli, hogy délutan 2 és 4 6ra kozott taldlkoznak. Erkezésiik
a megbeszélt idGintervallumban véletlenszeri.
(a) Mennyi annak a valészintisége, hogy a korabban érkezének nem kell fé] 6ranal
tobbet varnia a kés6bb érkezdére?
(b) Tegyiik fel, hogy, érkezés utan 20 percet varnak, majd elmennek. Mennyi
ekkor annak a valdsziniisége hogy taldlkoznak?

Feltételes valoszintiségek



(95) & Legyen P(A)=1/4, P(A|B)=1/4 és P(B| A)=1/2. Szamitsuk ki a
P(AUB) és P(A|B) valoszintiségeket! (P(AUB) =2, P(A|B)=2)

(96) & Harom szabalyos kockéval dobunk. Tekintsiik az
A = {legalabb egy 6-os van} és B = {kiil6nb6z6k a szamok}
eseményeket. Hatarozza meg a P(A) és P(A|B) valoszintiségeket! (P(A) =
1—(2)° ~ 0.4213,
P(A|B)=1- 34— 1)

6-5-4 2

(97) & Két szabalyos kockaval dobunk. Mennyi a valoszintisége, hogy a dobott szamok
Osszege 7 7 Mennyi a valészintisége, hogy a dobott szamok Osszege 7, feltéve, hogy

a dobott szamok Osszege paratlan? (%, illetve %)

(98) Két jatékos, A és B a kovetkezs jatékszabalyok alapjan jatszik. A feldob
egy szabalyos dobokockét, azutan pedig két érmét annyiszor dob fel, ahanyat a
kockéval dobott. Ha e dobésok soran legalabb egyszer két fejet dobott, akkor B
fizet A-nak 1 Ft-ot, ellenkez§ esetben A fizet B-nek 1 Ft-ot. Melyikiiknek
el6nyds a jaték (a jaték annak el6nyos, akinek nagyobb a nyerési valosziniisége)?
(A—nak elényos a jaték, mert A nyerési valoszintisége % (1 + (%)6> > %)

(99) Két varos kozott a tavirod osszekottetés olyan, hogy a leadott tavirojelek koziil a
pontok 2 része vonalla torzul, a vonalak : része pedig pontté torzul. A leadott

5 3
jelek g része pont. Mennyi a valoszintisége annak, hogy ha a vevé oldalon pontot

3.5
kapnak, akkor az ad6 pontot tovabbitott? <Fié = %)
58 38

(100) & Egy dobozban két fehér és két piros golyd van. Osszekeverés utan kihtizunk két
golyot visszatevés nélkiil, és attessziik azokat egy kalapba. Ezutan Osszekeverés

utan kihtizunk egy golyot a kalapbol. Mennyi a valoszintisége annak, hogy a kalap-
1.2
12 5

+1-3 3

N

ban maradt méasik goly6 piros, ha a kalapbol kihtizott golyo fehér?

wWIn|

T
2
(101) & Egy dobozban egy goly6 van, ami (egyenld valoszintiséggel) fehér vagy fekete.

Betesziink a dobozba egy fehér golyot, és Gsszekeverés utan kihtizunk egy golyot.
Mennyi a valoszintisége annak, hogy az urnaban eredetileg fehér goly6 volt, ha a

kihtazott goly6 fehér? (1;% = %)
PR
(102) Egy dobozban N darab fehér és M darab piros golyd van. Valaki taldlomra
kivesz egy golyot, amelynek nem tudjuk a szinét. Ezutin visszatevés nélkiil ki-
htuzunk két golyot, melyek fehéreknek bizonyulnak. Mennyi a valoszintisége annak,
hogy a legelsének kivett golyo is fehér volt?

N-1

2 N
W'm [
(N2—1 Jg’) o  N+M-2

<N+12w—1) 'Nﬁlw + (N+12u—1) "N+M

(103) Két érménk van: egy szabélyos és egy ,cinkelt”, aminél a fej valoszintisége kétszer
akkora, mint az irdsé. Kivalasztunk egyet a két érme koziil egyenld valoszintiséggel
és azt feldobjuk. Mi a valoszintisége, hogy a cinkelt érmével dobtunk, ha az ered-

2.1
sates 7



Valé6szintiségi valtozok, eloszlasaik, varhato érték, variancia

(104) & Egy ¢ diszkrét valoszintiségi valtozo lehetséges értékei 1, 2, ..., 10, eloszlasa

PE=j)=a-j, 7=12...,10,

1

55) Milyen k pozitiv

ahol a alkalmas valos szam. Hatarozza meg a értékét! (
egészekre teljesiil P(E <k) <37 (k<6)

(105) & Egy részvény kiindulo ara egy petak. Egy év mulva vagy kétszeresére novekszik
az ara, vagy pedig felére csokken. Mindkét lehet&ség ugyanolyan valoszintiségi.
A kovetkez6 két évben ugyanez torténik, és a valtozasok fiiggetlenek. Mi lesz

harom év milva a részvényar eloszlasa? (Azaz milyen értékeket vehet fel mi-

lyen valoszintiséggel?) (Lehetséges értékek: %, %, 2, 8; a hozzatartozo
feminfichgak: 1 3 3 1

valoszindségek: ¢, 2, %, §>

(106) & Mi a lotton kihtizott 6t szam koziil a legkisebbnek, illetve a legnagyobbnak

90—k
az eloszlasa? (A legkisebb kihtzott szam eloszlasa: ((940)), k=1,...,86, a
5

k—1
legnagyobb kihuzott szam eloszlasa: %, k=5,...,90.)

5

(107) & Egy szabalyos dobokockat feldobunk. Az eredményt jelolje ¢. Hatérozza meg
az E(+/€) varhato értéket! <E(\/§) =150 \/E>

(108) & Legyen a ¢ valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlasu a {—2,—1,0,1,2,3}
halmazon, és legyen 7 := £3. Milyen értékeket és milyen valoszintiséggel vesz fel
n? Hatarozza meg n varhato értékét, varianciajat! (Az n egyenletes eloszlast

a {—8,—1,0,1,8,27} halmazon, En =13, varn= 142

(109) Legyen a ¢ valoszintségi véaltozd egyenletes eloszlasa a {—3,—-2,—1,0,1,2}
halmazon, és legyen 7 := ¢2. Milyen értékeket és milyen valoszintiséggel vesz fel
n? Hatarozza meg 7 varhato értékét, varianciajat! (Az n lehetséges értékei 0,
1, 4, 9; a hozzatartozo valoszintiségek %, %, %, %; En= 1769, varn = %.)

(110) Egy részvény kiindulo ara egy petak. Egy év milva vagy kétszeresére novekszik
az ara, vagy felére csokken, vagy pedig valtozatlan marad. Mindegyik lehet&ség
ugyanolyan valoszintiségli. A kovetkezd évben ugyanez torténik, az elsé évi val-
tozastol figgetlentil. Mi lesz két év mulva a részvényar eloszlasa? (Azaz milyen
értékeket vehet fel milyen valoszintiséggel?) Mennyi két év milva a részvényar

varhato értéke? (Lehetséges értékek: }L, %, 1, 2, 4; a hozzatartoz6

valoszintiségek: %, %, g, %, %; a varhato érték g—g)

(111) & Az A és B jatékosok a kovetkezs jatékot jatszak. Az A feldob egy szabalyos
dobodkockat és annyit fizet B-nek, amennyi a dobas eredménye. A B feldob egy
szabalyos érmét, és ha fej, akkor x forintot fizet A-nak, ha iras, akkor 2x
forintot fizet A-nak. Mennyi x, ha a jaték igazsagos abban az értelemben, hogy
A illetve B nyereményének varhato értéke 07 (3: = g)



(112) Hatarozzuk meg egy lottohuzas soran kihuzott legkisebb, illetve legnagyobb szam
varhato értékét! (A legkisebb kihuzott szam varhato értéke: %1, a legnagyobb
kihtizott szam varhato értéke: 5%)

(113) % Egy urndban N cédula van, melyek meg vannak szamozva 1-t6l N-ig.
Kihizunk £ cédulat visszatevés nélkiil. Hatarozzuk meg a legnagyobb kihuzott

szam eloszlasat és varhato értékét. (A lehetséges értékek k, k+ 1, ..., N, a
k—1 k N—-1
hozzatartozé valoszintiségek ((k]ZS), (&3), e (&3), a varhato érték kiﬂ-(N—l-l).)

(114) & Legyen ¢ binomialis eloszlast valoszintségi valtozo (5,%) paraméterekkel.
Hatarozza meg a P(§ =2) és P(—5 < & < —2) valoszintiségeket!

2 19\ 3
(PEe=2=() (1)’ ()’ =35 P(-5<e<-2=0)
(115) & Egy szabalyos dobokockaval tizenkétszer dobunk. Jelolje ¢ a harmas dobasok

szaméat. Hatarozza meg ¢ varhato értékeét! <P(§ = k) = <1k2) (%)k (2)12—/% ha

k=0,1,...,12 binomialis eloszlast, ezért E& =12 - % = 2)

(116) HCsavarokat gyarté automata esztergagépen a selejtes csavar valoszintisége 0.01.
Mi a valészintisége, hogy a beinditott gép
(a) mar elsdre selejtes csavart gyart? (0.01)
(b) csak masodikra gyart selejtes csavart? (0.99 : 0.01)
(
(

)
)
¢) legfeljebb az elsG tiz csavar utan gyartja az elsé selejteset? (0.9910>
d) a tizedik csavar lesz a masodik selejtes? ((?)0.0120.998)

)

(e) legfeljebb az elsG 10 csavar utan késziil el a méasodik selejtes? (0.999(10 -9

0.99))

(117) & Egy tizemben elektromos biztositékokat gyartanak. A tapasztalat szerint atlag-
ban ezek 12%-a hibas. A hibas biztositékok szama binomialis eloszlasi. Szamit-
suk ki annak valoszintiségét, hogy 10 darab véletlenszerden kivalasztott biztositék
kozott

(a) nincs selejtes; <0.8810>

(b) legalabb egy selejtes van; (1 — 0.8810>
(c) nincs l-nél t5bb selejtes. (0.8810 +10-0.12- 0.889)

(118) % Egy életbiztosito tarsasagnak a tobbi kozott 10000 olyan biztositottja van, akik
egyforma koruak és szocialis helyzetiiek. Annak valbszintsége, hogy egy ilyen
személy az év folyaman meghal, 0,002. A biztositottak egymastol fiiggetleniil
halnak meg. Minden biztositott januar 1-én 12 Ft-ot fizet be, halala esetén hoz-
zatartozoik 4000 Ft-ot kapnak. Mekkora a valdsziniisége, hogy

10000
(a) a tarsasdgnak nem lesz nyeresége; < > (127)0.002% -0.99810000—k; Poisson-

10000
eloszlassal kozelitve: 2 e = 0.0218;
k=30



10000
(b) legalabb 40 000 Ft-ja megmarad? ( S (199%)0.002F -0.99810000-k; Poisson-

k=20
10000

eloszlassal kozelitve: % - e 20 ~ 0.5590; )
k=20
(A biztositottak kozott a haldlozasok szama egy év alatt binomidlis eloszlast,

hiszen egymastol fiiggetleniil halnak meg.)

(119) % Annak valoszintisége, hogy egy didkszallo valamelyik lakéja valamelyik napon
beteg lesz, és a betegszobaban 4gyat foglal el: 0,002. A didkok egymastol fliggetleniil
betegednek meg. Ha 1200 lakdja van a didkszallonak, hany agyas betegszobat
kell berendezni, hogy legfeljebb 1% legyen annak valoszintisége, hogy egy beteg
nem kap agyat? A betegek szdma binomiélis eloszlast, mivel a didkok egymastol

1200
y . I ) 1200 k
fiiggetleniil betegednek meg. A sziikséges dgyszam olyan n, melyre k_ZH( ) )0.002 .

-e724 < 0.01. Ennek

[e.9]

09981200~ < 0.01. Poisson-eloszlassal kozelitve: > 24°
k=n+1
n =7 mar megfelel, n =6 még nem.

(120) & Egy augusztusi éjszakan atlag 10 percenként észlelhets csillaghullas (a csil-
laghullasok szama Poisson eloszlasi). Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy
negyedora alatt két csillaghullast latunk? (12—?2 e ~ 0.2510)

(121) & Eloszlastiiggvények-e a kovetkezd fiiggvények?
(a) F(z) =32 + - arctan(z), z € R. (Nem)
(b) F(z)=e*", x €R. (Igen)

(122) & Definialjuk a ¢ valoszintségi valtozo eloszlasat a kovetkezSképpen:

1 i valoszintiséggel,

¢ 2 % valdszintiséggel,
3 i valoszintiséggel,
4 % valoszintiséggel.

Adjuk meg ¢ eloszlasfiiggvényét (készitsiink abrat is)!
(123) & Az alabbi fiiggvények koziil melyek strtségfiiggvények?

(a)

2 (Nem)

fa) @) ha 0< <1,
xr) =
0 egyébként.

(b)

fay= i@ oz h g
xr) = en
0 egyébként. &

0 ha x<2
(124) & Egy ¢ valoszintiségi valtozo striségfiiggvénye f(z) = ¢ ¢
-3 ha z > 2.
x
Hatarozza meg az a egyiitthato értékét! Szamitsa ki, hogy milyen =z értéknél

lesz P(€>2)=127 (a=38, z=2V2)



(125) Valasszunk a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlassal egy pontot. Jeldlje & a
pont tavolsagat a [0,1] intervallum kozelebbi végpontjatol. Hatarozza meg & elos-
zlastiiggvényét és striiségfiiggvényét!

0 ha <0
’ 2 ha 0<z<3i
Fe(r) =<2z ha 0<uz<3, fe(x) = ¢ . ,x z
) 0 egyébként.
I ha z>g3,

(Tehat & egyenletes eloszlasu a (0,%) intervallumon.)

(126) & Legyen ¢ egyenletes eloszlast az [1,2] intervallumon. Hatérozza meg az E(1/€)
varhato értéket! (2(2v/2 — 1))

(127) Legyen & abszolit folytonos eloszlasu valoszintiségi valtozo, sirtségfiiggvénye:

2
2e=% ha x>0,
fe(@) = VT
0 ha z <0O.

Hatarozzuk meg ¢ szorasnégyzetét! (1 — %)

(128) & Legyen ¢ egyenletes eloszlasu valoszintségi valtozo a [0,1] intervallu-

mon. Hatérozza meg a P (£ = 1) és P(—3 < £ < 3) valoszintségeket!

(Ple=3)=0. P=(-i<c<D=9
(129) & Valaki egy siirgss telefonhivast var. A hivas id6pontja egy reggel 8 drakor

kezd6dg, ismeretlen hossziségi intervallumon egyenletes eloszlast valdszintségi

valtozo. A hivast varo fél tudja, hogya hivas 80% valoszintiséggel 8 és 10 ora

kozott befut.

(a) Allapitsuk meg, mekkora annak valoszintisége, hogy a hivas 1/2 10 és 10 éra
kozott érkezik.

(b) A hivas 1/2 10-ig nem jott be. Mennyi a valoszintisége, hogy 1/2 10 és 10 6ra
koézott még befut?

(Jelolje & a hivas id6pontjat. Ez a (8,0) intervallumon egyenletes eloszlast.

Mivel P(8 < ¢<10) = 2% = 0.8, ezért b=10.5. Igy P(9.5 < & < 10) = 0.2,

P9.5<E<10|€>95) =0.5.)

(130) & Legyen ¢ exponencialis eloszlasu valoszintségi valtoz6 A = 5 paraméterrel.
Hatérozza meg a P({ =3) és P(—2 < & < 1) valoszintségeket! (P(¢ =3) =0,
P(—2<¢é<l)=1—e7?)

(131) & Annak valoszintisége, hogy egy benzinkitnal a tankolasra 6 percnél tobbet
kell varni, a tapasztalatok szerint 0.1. A varakozéasi id6 hossza exponenciélis
eloszlast valosziniiségi valtozd. Mennyi a valoszintsége, hogy véletlenszertien a
benzinkithoz érkezve 3 percen beliil sorra keriiliink? (Jelolje ¢ a varakozasi id§
hosszat. Mivel P(¢ > 6) = e % = 0.1, igy P(£ <3) =1—e¢3 = 1-1/0.1 = 0.68)

(132) & Legyen ¢ standard normaélis eloszlasi valoszintségi valtozd. Hatarozza meg a
P(=m), P(£>0), és P(£>0) valoszintiségeket! (P(E=m) =0, P((>0) =

(133) & Legyen ¢ mnormalis eloszlasu valoszintségi valtozo (1,4) paraméterekkel.
Hatarozza meg a P({ =7), P({ > 1), és P({ > 1) valoszintiségeket! (P(¢ =
) =0, P(£>1):%, P(ﬁ}l):%)



(134) & Tegyiik fel, hogy bizonyos fajta izzolampéak "élettartama" normaélis eloszlasa,
m = 1000 ora varhato értékkel és o = 100 oOra szorassal. Szamitsuk ki, hogy az
els6 900 oraban a lampéak hany szazaléka megy tonkre. (Jelolje & az izzolampa

élettartamat. Mivel P(€ < 900) = P (ﬁ% < —1> — B(—1) = 1-B(1) ~ 0.8413,

ezért az els§ 900 oraban a lampéak kozelitSleg 0.1587 szézaléka megy tonkre.)

(135) A tejzacskoba névlegesen 1 liter tejet toltd gép atlagos hibaja (szorasa) 0,2 dl. A
betdltott tej mennyisége normaélis eloszlasi.

(a) Mekkora annak a valoszintisége, hogy a zacskoban levs tej legalabb 0,5 di-el
tér el az el6irttol?
(b) Mekkora eltérést varhatunk 90%-os valoszintiséggel?

(136) & Egy embercsoport magassagainak atlaga 175 ¢m, 4 cm-es szoréssal. A testma-
gassag nagysaga normaélis eloszlastinak tekinthetd.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy egy talalomra kivalasztott ember testmagassaga
az atlagtol kevesebb, mint 3 cm-el tér el?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy egy kivalasztott ember testmagassaga legalabb
173 ¢cm?

(c) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott ember
testmagassiga 173 cm és 177 cm kozé esik?

(137) Egy csomagologép 1 kg tomegii sajtot csomagol. A sajtok tomege normalis elos-
zlasinak tekinthets, melynek szorasa 5 dkg. Mennyi a valoszintsége, hogy egy
sajtdarab sulya

(a) 96 dkg-nal tobb;
(b) 1,05 kg-nal kevesebb;
(c) 98 dkg és 1,02 kg kozé esik?

(138) Egy csomagologép 0,5 kg tomegti margarint csomagol. A margarin tomege nor-
malis eloszlasinak tekinthets, melynek szordsa 3 dkg. Mennyi a valdszintisége,
hogy egy margarin silya

(a) 40 dkg-nal t6bb;

(b) 55 kg-nal kevesebb;

(c) 40 dkg és 60 kg kozé esik;

(d) nem tér el a varhato értéktdl a szorasnal jobban?

(e) A varhato érték koriil milyen hatarok kozott mozog a margarin silya 0,95
valoszintiséggel?

(139) & Legyen & egyenletes eloszlast a (—5,7) intervallumon. Legyen n := &3.
Hatarozza meg 7 eloszlasfiiggvényét, stirtiségfiiggvényét és varhato értékeét.

0 ha y < (=5)3, 1
3y 4+ 5 ) . — ~ ha (=5)B <uy< 737
B ={ 2 (s ayar ) =3 MOy
12 0 egyébként,

1 ha y > 73,
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(140) Mennyi egy egységnégyzetben egyenletes eloszlassal valasztott véletlen pont legkozelebbi
oldaltol valé tévolsagdnak varhato értéke? Mennyi ugyanez egy egységkockaban?

1 1
(67 illetve g.)

(141) & A (&, 1) kétdimenzios valosziniiségi vektorvaltozo egyiittes eloszlasat a kovetkezd
kontingencia tablazat tartalmazza:

Ui
-1 0 1
€
-1 p | 3p | 6p
1 op | 15p | 30p

(a) Mennyi p értéke? (p = g5)
(b) Adjuk meg a peremeloszlésokat! (P(f — 1) =L pe=1)=2 P@y=

60°
1) =g Py =0) = Pln=1) = &)

(c) Fiiggetlen-e ¢ és n? (igen)
(d) Adjuk meg ¢+ 7 eloszlasat! (P(§+n o) = L Ple4n = 1) =
L PE+n=0)=H P+n=1)=5 P+n=2=1)

60

(142) & A (&, n) kétdimenzios valoszintiségi vektorvaltozo lehetséges értékeit és a megfelels
valoszintiségeket az alabbi tdblazatban adjuk meg:

n

¢ 21011
-1 p|3p|p
0 2p|p|p
2 p|p|4p

Hatarozza meg p értékét! Szamitsa ki a &, n eloszlasat, varhato értékiiket és

variancidjukat, tovabba ¢ = £ - n eloszlasat, varhato értékét és cov(E,n) értékeét.
(143) & Valasszunk ki egy pontot véletlenszertien a {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (2,0)}

halmazbol tigy, hogy mindegyik pont ugyanolyan val6szintiséggel keriil kivilasztasra.

Jelolje a kivalasztott pontot (£, n). Hatarozza meg & és n varhato értékét és

a cov(&,m) kovarianciat. (E§ =En=32,

cov(&,m) = —%.) Fiiggetlenek—e a { és azn valoszintségi valtozok? (Nem)



(144) Két szabalyos pénzérme egyik oldalara nullat, a masikra egyet irunk. A két érmét
feldobjuk. A ¢ valosziniiségi valtozo jelentse a dobott szamok Osszegét, az 7
valoszintiségi valtozo pedig a a dobott szamok szorzatat. Szamitsuk ki & és g

korrelacios egytitthatojat! < %)

(145) Két szabalyos kockaval dobunk. A ¢ valoszintiségi valtozo legyen ahany paros

szam szerepel a dobasok kozott, az n valdsziniségi valtozo pedig ahany hatost

dobunk. Szamitsuk ki ¢ és 7 korrelacios egyiitthatojat. (\%)

(146) A (&,n) kétdimenzios valoszintiségi valtozo lehetséges értékeit a P (0,0), P(0,4),
Ps(4,4) és P,(4,0) pontok altal meghatéarozott négyzet belsejében levs egész
koordinataju pontok alkotjak. A (&£,7n) e pontokat egyenld valoszintséggel veszi
fel — a négyzet kozéppontja kivételével, amely négyszer akkora valdsziniiséggel
kovetkezik be, mint a tobbi. Szamitsa ki a £ és n korrelaciés egyiitthatojat!
Allapitsa meg, hogy fiiggetlenek-—e a ¢ és az 0 valoszintiségi valtozok? (A
korrelacios egyiitthato 0, tehéat korrelalatlanok, de nem fiiggetlenek.)

(147) Legyenek ¢ és n fiiggetlen valoszintiségi valtozok, E{ = En = 3, var{ =

varn = 9. Hatéarozza meg corr(§ +n, {n) értékét! ( %)

(148) % Hatéarozza meg a ¢ konstans értékét gy, hogy az

c-(r+y) ha z,ye€l0,1],
flz,y) = (@+9) s 0.1)
0 egyébként

fiiggvény stiriiségfiiggvény legyen! Hatarozza meg a koordinatak korrelacios egyiit-
thatojat! (c =1, a korrelacios egyiitthatd —-.)

(149) % Hatéarozza meg a ¢ konstans értékét gy, hogy az

c- (x> +y?) ha x,ycl0,1],
flzy) = @ +v) oY 0.1
0 egyébként,

fiiggvény siiriiségfiiggvény legyen! Hatarozza meg a koordinatak korrelacios egyiit-

thatojat! (c =3, a korrelacios egyiitthato —i2.)

(150) Y Két darab egységnyi hosszisagi botot véletlenszerien eltoriink, és a keletkezett
rovidebb darabokat 0sszeragasztjuk. Mennyi az igy kapott bot hosszanak eloszlas-
fiiggvénye, siirtiségfiiggvénye és varhato értéke?

0 ha z <0, L
942 ha 0< < L 4z ha 0 <z <3,
x a X 35,
(F(x)— ) L 2 fl#)=4¢4(1—=z) ha §<z<1,
1-2(1-2)* ha 5<x<I, 0 sblként
egyébké
1 ha z >0, BYEDRELL,

Median, médusz, kvantilisek



(151) & Egy szabalyos érmét haromszor feldobunk egymaéas utan, jeldlje & az irasok
szamat! Hatérozzuk meg ¢ medianjat, moduszat és 0.25-kvantilisét! (Modusz:
1 és 2, median: [1,2], 0.25-kvantilis: 1)

(152) Egy irodaban 3 telefonkésziilék van beszerelve. Annak a valoszintisége, hogy
valamelyik késziiléken egy o6ran beliil hivas fut be rendre 0.7, 0.4 és 0.6. A
¢ valoszintiségi valtozo jelentse, hogy egy 6ran beliil hany késziiléken jon hivés.
Hatarozzuk meg & medianjat, moduszat és 0.1-kvantilisét! (Modusz: 2, median:
2, 0.1-kvantilis: 1)

(153) Legyenek a & valosziniségi valtozo lehetséges értékei 1,2,3,..., eloszlasa
1
PE=k)= —— k=1,2,3,....
(g ) k(k + 1) ) Y ) )

Hatarozzuk meg ¢ medianjat, moduszat és 0.9-kvantilisét! (Modusz: 1, median:
[1,2], 0.9-kvantilis: [1,2])

(154) Legyen a £ valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

32 ha <1,
246 ha 1 <2
Fo)=q . TS
% ha %<93<2,
1—-27" ha 2<ux.

Hatarozzuk meg ¢ medidnjat és interkvartilisét! ( Median: 1, interkvartilis:
[21112 1 21n2] )
In3 27 In3
(155) & Legyen a ¢ valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlast a [0,1] intervallumon,

és legyen n := /€. Hatérozza meg n varhato értékét, medidnjat, interkvartilisét!

(Enz%, az 1 medianja */75, interkvartilise %)

(156) Legyen a & valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlasi a [0, 1] intervallumon, és
legyen n := £2. Hatarozza meg n varhato értékét, medianjat, interkvartilisét!
1

(En =%, az n medidnja 1, interkvartilise 3.)

(157) & Legyen ¢ abszolut folytonos eloszlasu valoszintségi valtozo, stirtségfiiggvénye

xe_é ha x>0,
fe(x) = {

0 ha 2z <0.
Hatarozzuk meg ¢ medianjat! (vIn4 )

(158) Hatarozza mega A-paramétertd exponencialis eloszlas medianjat és interkvartilisét!

(Medidn: 2 interkvartilis: 52.)

(159) Hatarozza meg az [a,b] intervallumon egyenletes eloszlas ferdeségét és lapultsagat!

(A ferdeség 0, a lapultsag —2.)

(160) Hatarozza meg a A-paraméteri exponencilis eloszlas ferdeségét és lapultsagat!
(A ferdeség 2, a lapultsag 6.)



