DEFINICIOK

A legfontosabb definicidkat & jeloli.

e [iires halmaz]| Azt a halmazt melynek egyetlen eleme sincs tires halmaznak nevezzik és (-tel jeldljiik.

e [halmazokat egyenl6sége] Az A és B halmazokat egyenidnek nevezziik, ha elemei ugyanazok. Ezt
A = B-vel jeloljiik, tagadasat A # B jeldli.

e [részhalmaz]Azt mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme eleme
B-nek. Jelolése: A C B. Ezt gy is irhatjuk, hogy B D A, ezt tgy olvassuk, hogy B tartalmazza az A
halmazt. Az A halmaz valédi részhalmaza a B halmaznak, ha A C B és A # B.

e [miiveletek halmazokkal] Célszerii a vizsgdlt halmazokat egy X alaphalmaz részhalmazainak tekin-
teni.

AUB ={z€X : x€Avagyx € B} az A és B halmazok unidja vagy egyesitése

ANB ={ze€eX : x€AészxeB} az A és B halmazok metszete vagy koz0s része
A\B ={zeX :z€Aésx¢ B} az A és B halmazok kiilonbsége
A =X\A4 az A halmaz komplementere

U,N, \ binér (kétvéltozds) miiveletek, a komplementerképzés unér (egyvéltozds) miivelet.
e [diszjunkt halmazok| Az A és B halmazokat diszjunktnak nevezziik, ha metszetiik {ires.

e [halmazrendszer| Halmazrendszer (vagy halmazcsaldd) alatt olyan (nemiires) halmazt értiink,
melynek elemei halmazok.

e [indexelt halmazrendszer] Ha I egy (nemiires) halmaz és minden ¢ € I elemhez meg van adva egy
A;-vel jelolt halmaz, akkor az
A= { Al el }

halmazrendszert I-vel indexelt halmazrendszernek nevezzik, I neve inderhalmaz.

e [halmazrendszer uniéja, metszete] Egy R halmazrendszer unidjdt és metszetét
UR::{m : JA € R dgy hogy z € A }, ﬂR::{x : VA € R mellett x € A}
definidlja.

e &[halmazok Descartes szorzata] Az A és B halmazok Descartes szorzatén (vagy direkt szorzatén) e
halmazok elemeibdl képezett Osszes (a, b) rendezett pdrok halmazat értjiik, ahol a € A,b € B. Jelolésére
az A X B szimbdlumot hasznaljuk.

o &[(binér) relacié] Az A és B halmazok Descartes szorzatdnak egy R C A x B részhalmazdt az A és
B halmazok kozotti (binér) reldcionak nevezziik. Ha (a,b) € R akkor azt mondjuk, hogy az a elem R
reldcioban van b-vel. Ezt szokés a R b-rel is jelolni.

A = B esetén az A és B kozotti relaciot A-n értelmezett reldcionak mondjuk.

e &lekvivalencia reldcié] Az A halmazon értelmezett R C A x A relaciét ekvivalencia reldcidnak
nevezzik, ha R
— reflexiv, azaz (Va € A)aRa,



— szimmetrikus, azaz (Va,b € A) aRb=bRa,
— tranzitiv, azaz (Va,b,c € A) aRbAbRc = aRec.

o &[féligrendezés, rendezés] Az A halmazon értelmezett R C A x A relaciét féligrendezésnek nevezzik,
ha R
— reflexiv, azaz (Va € A) a Ra,
— antiszimmetrikus, azaz (Va,b € A) aRbAbRa = a =,
— tranzitiv, azaz (Va,b,c € A) aRbAbRc = aRc.

Az A halmazon értelmezett R C A x A reldciét rendezésnek nevezzik, ha R féligrendezés, és

(Va,be A) aRbV bRa.

e [halmazok korlatossdga] Tekintsiik a valds szdmok R halmazét a < rendezéssel és legyen A C R.
— Az A halmazt felilrdl korlatosnak nevezziik, ha van olyan k € R szdm, hogy (Va € A)a < k. A k
szdmot A (egy) felsd korldtjdnak nevezzik.
— Az A halmazt alulrdl korldtosnak nevezziik, ha van olyan &’ € R szdm, hogy (Va € A) k' <a. Ak
szdmot A (egy) alsd korldtjdnak nevezziik.
— Az A halmazt korldtosnak nevezziik, ha alulrdl és feliilrél is korlatos.

e &[pontos felsd korlat] Az s € R szamot az A halmaz pontos felsé korldtjanak (vagy suprémumdnak)
nevezziik, ha
— s az A fels6 korlatja
— A barmely s’ fels korlatjara s < s'.
Jel6lés s = sup A.

e &[pontos alsé korlat] Az ¢ € R szdmot az A halmaz pontos alsd korldtjdnak (vagy infimumdnak)
nevezziik, ha
— 4 az A alsé korlatja
— A barmely i’ alsé korlatjara i/ < i.
Jel6lés i = inf A.

o &[fiiggvény] Az A és B halmazok kozott értelmezett I C A x B reldciét az A halmazon definidlt
fiigguénynek nevezziik, ha minden a € A elemhez pontosan egy olyan b € B elem létezik, melyre a F'b
teljestil.

Tlyenkor a b = F(a) jelolést haszndljuk, a fliggvény jelolésére pedig F' : A — B-t haszndljuk.

Dr := A az F fiiggvény értelmezési tartomdnya (domain of F').
Rr:={ F(a) : a€ A} az F fliggvény értékkészlete (range of F).

e &[injektiv fliggvény] Az F : A — B fiiggvényt injektivnek (vagy kolcsonosen egyértelmiinek, in-
vertdlhaténak) nevezziik, ha
(Va,b € A)a # b= F(a) # F(b),
vagy, ami ugyanaz
(Va,b e A)F(a) = F(b) = a=b.

o &[sziirjektiv fliggvény] Az F : A — B fliggvényt szirjektivnek (vagy B-re képezének) nevezziik, ha
R; = B.

e &[bijektiv fliggvény]| Az F : A — B fliggvényt bijektivnek (vagy kolcsonosen egyértelmiien B-re
képezének) nevezzik, ha injektiv és sziirjektiv.
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&linverz fiiggvény] Ha F : A — B injektiv, akkor az F~! : Rp — A inverz fiiggvényét az aldbbi
médon értelmezziik: tetszbleges b € Rp-hez létezik egyetlen egy a € A gy, hogy b = F(a), ekkor legyen

F7Y(b) := a.

Réviden, F~1(b) = a, ha F(a) = b.

[valés szamok] Létezik (bizonyos értelemben egyértelmden) egy teljes rendezett test, melyet a valds
szamok testének (halmazanak) neveziink és R-rel jeloliink.

[nevezetes halmazok]
— Az N=1{1,2,3,4...} halmazt a természetes szdmok halmazdnak nevezziik.
— AZ={0,£1,42,43,...} halmazt az egész szamok halmazdnak nevezzik.
—AQ={pg ! : pq€Z,q+#0 } halmazt a raciondlis szdmok halmazdnak nevezziik.

[intervallumok] Legyen a < b (a,b € R). Az
Ja,o[:={2xz€eR : a<z<b}

[a,b):={2z€R : a<z<b}
Ja,b):={xz€R : a<zx<b}
[a,b[:={xz€eR : a<z<b}

szamhalmazokat rendre (véges) nydlt, zdrt, balrdl nyit jobbrdl zdrt, balrdl zdrt jobbrdl nyilt interval-
lumoknak nevezziik.
[a,a] :={xz€R : a<z<a}={a}
elfajult (egyetlen pontbdl &ll6) zart intervallum.
Legyen a,b € R. Az

la,c0[:={z€R : a<z}
[a,00[;={z€R : a<z}
|]—o0,bl:={zeR : z<b}
]—oob[:i={zeR : 2<b}
] .

szdmhalmazokat (végtelen) nyilt, balrdl zdrt jobbrol nyilt stb. intervallumoknak nevezzik.
[abszolut érték] Az

(r €R)

= zhax >0
" | —vhaz<0

szédmot az x valés szam abszolit értékének nevezzik.

[tdvolsdg] Az z,y € R szdmok tdvolsdgdt a
d(z,y) = [z =yl
definialja.
[hatviny] Az x € R szadm egész kitevds hatvanyait
zli=2, 2" :=2"2 (neN)
tovabba
=1, z":= xi” (r #£0,n € N)

-nel értelmezzik.



Ha n pdros, x > 0 akkor — {/x az egyetlen olyan nempozitiv szdm melynek n-edik hatvénya z, {gy
ekkor

Yr=x<=y=VrVy=— .
Ha n pdratlan, akkor negativ szamokra is kiterjesztjiik az n-edik gyok definicidjat:

Yr:=——x haz<D0.

Ezek utan lehet a pozitiv szamok raciondlis kitevOs hatvanyat értelmezni, az
"= 2P  aholxz >0,r=pg lpeZ,qeN
képlettel.

e [kérnyezet] Egy a € R pont € > 0 sugari (nyilt) kornyezetén a
K(a,e):={zeR : d(z,a)<e}
halmazt értjiik.

e &[halmaz belsd, izolalt, torlédési, hatdrpontja] Legyen A C R.
— Az a € R pontot az A halmaz belsd pontjanak nevezzik, ha a-nak van olyan kiérnyezete mely
(teljesen) A-ban van, azaz
(Ze > 0)K(a,e) C A.

— Az a € R pontot az A halmaz izoldlt pontjanak nevezziik, ha a € A és a-nak van olyan kérnyezete
melyben nincs mas A-beli pont, azaz

ae AN (3> 0)(K(ae)\ {a})nA=0).

— Az a € R pontot az A halmaz torldddsi pontjdnak nevezziik, ha a bdrmely kérnyezetében van a-tdl
kiilonb6z6 A-beli pont, azaz

(Ve > 0) (K(a,e)\ {a}) N A #0D).

— Az a € R pontot az A halmaz hatdrpontjinak nevezzik, ha a bdrmely kirnyezetében van A-beli
pont, és nem A-beli pont, azaz

(Ve > 0) (K(a,e)NA#DAK(a,e) NA#0D).

A bels6 pont és az izolalt pont mindig pontja a halmaznak, torlédési és hatarpont lehet halmazpont,
vagy nem halmazpont.

e [halmaz belseje, hatéra]
— A C R 6sszes belsé pontjainak halmazat A belsejének nevezziik és A°-rel jeloljiik.
— A C R 6sszes hatarpontjainak halmazat A hatdrdnak nevezziik és 0A-rel jeloljiik.
e &[nyilt, zart halmaz]
— Az A C R halmazt nyiltnak nevezziik, ha minden pontja bels6é pont.
— Az A C R halmazt zdrtnak nevezziik, ha komplementere nyilt.

o [véges, végtelen halmaz]Egy halmazt végesnek mondunk, ha iires, vagy ha elemeinek szdma egy
természetes szam. Egy halmazt végtelennek mondunk, ha nem véges.

e &[sorozat] Egy f: N — R fliggvényt (valés szdm)sorozatnak nevezink.

Ha A egy adott halmaz és f : N — A, akkor f-et A-beli (értéki) sorozatnak nevezzik.
f(n) = a, a sorozat n-edik eleme, f = (a,) a sorozat maga, {a, : n € N} a sorozat értékkészlete.
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Lilrél korldtosnak Lilrél korldt
Jelilr6l korldtosnak | ik  ha értékészlete JCLT O Rorldtos

sorozat korldatossagal A sorozatot .
° [ z ga] Az (an) soroz alulrol korldtosnak alulrol korldtos

Az (ay) sorozatot korldtosnak nevezziik, ha alulrdl és feliilrdl is korldtos.

monoton névekvének (Vn e N)ayt1 > ay

e [sorozat monotonitdsa] Az (a,) sorozatot nevezziik, ha .
[ ] (an) (VneN)apt1 < ap

monoton csékkendnek

szigoriuan monoton novekvének (YneN)apt1 > an

Az (a,) sorozatot nevezziik, ha .
(an) (Vn eN)apt1 < an

szigorian monoton csékkendnek

Egy sorozatot (szigordan) monotonnak mondunk, ha (szigorian) monoton névekvé vagy csokkend.

e &[konvergens sorozat, hatarérték] Az (a,) sorozatot konvergensnek nevezziik, ha van olyan a € R
szém, hogy barmely € > 0-hoz 1étezik olyan N(g) € R szdm, hogy

lap, —al <e ha n> N(e).
A a szémot a sorozat hatdrértékének (limeszének) nevezziik és az
anp —a (n —o00) vagy lim a,=a
n—oo

jelolést hasznaljuk. N(e) az e-hoz tartozé kiiszobszdm.
Az (a,) sorozatot divergensnek nevezziik, ha nem konvergens.

e [miiveletek sorozatokkal] Ha (a,),(b,) sorozatok, ¢ € R, akkor az (a, + by), (anby), (Zn),

(can), (|an|) sorozatokat rendre az (a,), (b,) sorozatok dsszegének, szorzatinak, hinyadosdinak, az (ay)
c-szeresének, abszolut értékének nevezziik. A hanyados definicidjaban fel kell tenniink, hogy b, # 0.

e [bévitett valds szamok| Az R, := RU {400} U {—o00} halmazt a bdvitett valds szdmok halmazénak
nevezziik (400 helyett gyakran csupdn oco-t frunk).

e &[végtelen hatarérték] Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozatnak a hatdrértéke oo (vagy a sorozat
—00

tart a Jroo—hez) ha barmely K € R szdmhoz van olyan N(K) € R, hogy
—00
anp > K
h N(K).
0, < K an> N(K)

Jelolése (az elsé esetben) a, — +o00 (n — 00) vagy lim a, = oco.
n—oo

Ha a,, — co(—o0) akkor a sorozat divergens, de van hatdrértéke.

e [inf, sup kiterjesztése] Ha A C R feliilr6l nem korldtos akkor sup 4 := co.
Ha A C R alulrél nem korlatos akkor inf A := —o0.

Ezzel a kiegészitéssel minden A C R halmaznak van supremuma és infimuma, de lehet hogy ezek
végtelenek azaz

—o0o <inf A <sup A < +o0.



&[sor, konvergencia, sor Osszege] Egy (a,,) (szdm)sorozat elemeit az 6sszeadds jelével Gsszekapcsolva
kapott

o0
ai +as+... vagy Z a, (roviden > ay)

Osszeget (szdm)sornak (vagy numerikus sornak) nevezziik.
an, a sor n-edik (vagy éltaldnos) tagja,

sn::a1+a2+~~~+an:Zak (n eN)

pedig a sor n-edik részletosszege.
A > a, sort konvergensnek nevezziik, ha részletdosszegeinek (s,) sorozata konvergens, a

lim s, =s
n— o0

o0
hatérértéket a sor dsszegének nevezziik és azt irjuk, hogy > a, = s, azaz
n=1

Zan = ILH;OZQH

n=1

A > a, sort divergensnek nevezziik, ha nem konvergens.

&[geometriai sor] A
Zaq"‘1 =a+ag+ag®+...

sort, ahol a # 0,a € R,q € R geometriai sornak nevezziik. a a sor elsd tagja, q a sor hdnyadosa, vagy
kvociense.

[harménikus sor] A
Z — == + +3 L
sort harmdnikus sornak nevezzik.

[alterndlé sor] Egy sort alterndld sornak nevezziink, ha tagjainak el8jele valtakozik (pozitiv tagot
negativ tag kovet vagy forditva).

[pozitiv (negativ) tagd sor] Egy sort pozitiv (negativ) tagi sornak nevezziink, ha tagjai pozitivok
(negativok).

[abszolit, feltételesen konvergens sor] A > a, sort abszolit konvergensnek nevezziik, ha a > |ay,|
sor konvergens.
A > a, sort feltételesen konvergensnek nevezziik, ha a sor konvergens de nem abszolut konvergens.

[sor dtrendezése] Legyen > a, egy adott sor és ¢ : N — N egy bijektiv leképezése N-nek énmagdra,
akkor a ) a,(n) sort a ) a, sor (¢) bijekcidhoz tartozé dtrendezésének nevezziik.

[Cauchy-féle szorzatsor] A > a, és > b, sorok Cauchy-féle szorzatsora a y_ ¢, sor, melynek tagjai
0 0 0

Cn = aobp + a1bp—1 + -+ anby = Z b -
k=0
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e [fliggvénysor, konvergencia, Osszegfiiggvény| Ha egy sor tagjai (azonos halmazon értelmezett)
fliggvények, akkor a sort fiigguénysornak nevezziik.
Legyenek f, : D C R — R (n € N) a valés szdmok D részhalmazdn értelmezett fiiggvények. A
> fulx) fliigguénysor konvergenciahalmazat/divergenciahalmazdt azon x € D pontok alkotjak melyekre
a sor konvergens/divergens. A konvergenciahalmaz pontjaiban értelmezhetd a sor dsszegfiiggvénye (mint
a részletosszegek hatdrértéke).

e [hatvanysor] A > a,(x — a)™ alaki fliggvénysort hatvdnysornak nevezzik. a,, az n-edik egyitthatd, a
0
pedig a sorfejtés kozéppontja.

¢ [konvergenciasugir| Az

r'—il (1'—001'—O>
TV Gl

bévitett valds szdmot a > an,(z — a)™ hatvanysor konvergenciasugardnak nevezzik.
0

e [+oo kornyezetei] A +oo kirnyezetein a | K, +oo[ intervallumokat, a —oo kdrnyezetein a | — oo, K|
intervallumokat értjiik, ahol K € R tetszdleges.

e [+oo mint torléd&si pont] Azt mondjuk, hogy oo torloddsi pontja D C R-nek, ha +oo barmely
—0o0

kornyezetében van D-beli pont (ami nyilvdnvaléan mindig kiilonb6zé +oo—t('jl).

o &[fiiggvény hatarértéke] Legyen f: D CR — R éslegyen zp € D'. Azt mondjuk, hogy f-nek
van (véges, vagy végtelen) hatarértéke az 1z, pontban, ha van olyan a € R, bdvitett valds
szém, hogy barmely olyan D-beli (z)neny sorozatra, melyre lim z, = g és x, # xo, teljesil a

n—oo

lim f(z,) = a egyenléség.
n—oo

a-t az [ fiiggvény x9 pontbeli hatdrértékének nevezzik, és lim f(z) = a-val, vagy f(z) — a
Tr—x0

(z — x0)-1al jeloljiik.

e [fiiggvény hatarértékenek atfogalmazdsa) Az [ fiiggvény értelmezési tartoméanydnak egy g € R,
torlédasi pontjaban akkor és csakis akkor lesz f hatdrértéke az a € R, bdévitett valés szam, ha az
értelmezési tartomanybol barmely xg-hoz konvergdld (z,)nen sorozatot véve, melynek elemei xo-tél
kiilénbozoek, a fiiggvényértékek (f(zn))nen sorozata a-hoz tart.

Véges pontban vett véges hatarérték esetén a definicié az aldbbi médon is megfogalmazhato.

e [fliggvény véges hatarértéke véges torlddasi pontban] Legyen f: D C R — R és legyen 2y € D’
(a D halmaz torlédési pontja). Azt mondjuk, hogy f-nek van (véges) hatdrértéke az xo pontban, ha van
olyan a € R szdm, hogy minden & > 0-hoz van olyan §(¢) > 0, hogy

|f(z)—al<e ha 0<|z—z9|<d(e)ésaxeD

teljesiil.

Az a € R szdmot az f fiigguény xo pontbeli hatdrértékének nevezzik, és jelolésére az lim f(z) = a,
T—rTQ

vagy f(x) = a (x — x0)-t hasznaljuk.



¢ [miiveletek fiiggvényekkel] Legyenek f,g: D C R — R, akkor e fiiggvények (pontonkénti) dsszegét,
f ¢ € R-szeresét, szorzatukat, hdnyadosukat az

(f+9)(@): = flx)+g(x) (zeD)
( Nx): =cf(z) (zeD)
fo)(x): = f(x)g(z) (ze€D)
(f/g)(%‘) = f(x)/g(x) (x € D,g(x) #0)

képletekkel értelmezziik.

o [Osszetett fiiggvény] A h(x) := g(f(z)) (x € D) fiiggvényt, ahol f : D C R = R,g: f(D) - R,
az [ €és g fiugguényekbdl dsszetett fligguénynek nevezzik, f a belsd, g a kiils6 fiiggvény. h jelolésére
hasznéljuk h = go f-t is (itt f(D) ={ f(z) : x € D } az f fiiggvény értékkészlete).

o &[fiiggvény folytonossiga] Az f: D C R — R fliggvényt folytonosnak nevezziikk az xg € D
pontban, ha barmely D-beli zg-hoz konvergdlé z, € D (n € N), z,, — xo (n — 00) sorozat esetén a
fiiggvényértékek f(x,) (n € N) sorozata az xg pontbeli fiiggvényértékhez tart lim f(x,) = f(xo).

n—oo
Roviden: az f fiiggvény x¢ € D pontbeli folytonossiga azt jelenti, hogy ha D 3 z, — g (n — o0)
akkor lim f(z,) = f(lim z,) = f(zo).
n—oo n—oo

o [fiiggvény folytonossaga ¢, d-s definicié] Az f: D C R — R fliggvényt értelmezési tartomdnyédnak
xg € D pontjédban folytonosnak nevezziik, ha barmely € > 0-hoz van olyan §(e) > 0, hogy

|f(x) — f(zo)] <e ha |z—x9| <d(e)ésaxeD

teljestil.
. . . Lo alulrdl ) " LA
e [fiiggvény korldtossaga] Az f : D C R — R fiiggvényt feliilrél korldtosnak nevezziik, ha értékkészlete
alulrél
korlatos.
feliilesl
. , s .. , novekvonek .
o &[fiiggvény monotonitasa] Az f: D C R — R fuggvényt monoton . nevezzik D — n, ha
csokkendnek
barmely z1 < x3, (21,22 € D) esetén
<
Fl@n) < flaz) teljestil.
f(@1) = f(a2)
.. , . , novekvének . ,
Az f: D C R — R fiiggvényt szigorian monoton . . nevezzilk D — n, ha barmely xz; <
csokkendnek

x9, (x1,x2 € D) esetén

2)
teljesiil.
F(o1) > f(za eljesti

o &[lokalis széls6érték] Azt mondjuk, hogy az f : D C R — R fliggvénynek lokdlis (helyi) mazimima
az xg € D pontban, ha van olyan £ > 0 hogy

f(zo) > f(x)
f(xo) < f(z)

minimuma

teljesiil minden z € K(zg,e) N D

esetén.



Azt mondjuk, hogy az f : D C R — R fiiggvénynek szigori lokdlis (helyi) m(.m:?muma az xg € D
minimuma
pontban, ha van olyan € > 0 hogy

ﬁiz; z ;Ei; teljesiil minden x € K(zo,e) N D, x # xq
esetén.

&[globalis szélséérték] Azt mondjuk, hogy az f : D C R — R fiiggvénynek globdlis (abszolit)

maximuma
van az xg € D pontban, ha

minimuma
>
Flwo) = f(2) teljesiil minden x € D esetén.
f(zo0) < f(z)
Azt mondjuk, hogy az f : D C R — R fiiggvénynek szigord globdlis (abszolit) m(.zm.muma van az
minimuma

o € D pontban, ha
f(zo) > f(z)
f(zo) < f(2)

teljesiil minden x € D, x # x( esetén.

[fliggvény folytonossiga egy halmazon] Azt mondjuk, hogy az f : D C R — R fliggvény folytonos
az A C D halmazon, ha f az A halmaz minden pontjaban folytonos.

[fliggvény egyenletesen folytonossiga] Azt mondjuk, hogy az f : D C R — R fiiggvény egyenletesen
folytonos a D1 C D halmazon, ha barmely £ > 0-hoz van olyan (csak e-tdl fiiggd) d(g) > 0 amelyre

[f(@) = fy)l <e ha [z—y| <) éswye D

teljesiil.

Az exponencidlis és trigonometrikus fliggvények kézépiskolaban tanult definicidjat elfogadva tovabbi
fontos fiiggvényeket definidlunk.

[néhdny elemi fiiggvény definicidja]

Inz := az e” fiiggvény inverze, In :]0, 00[— R,
a® = e (3 €R) ahol a > 0,
log,x := az a” fiiggvény inverze, ahol 0 < a # 1, log, :]0, co[— R.

[trigonometrikus fliggvények inverzei]

arcsinx = a sin |[—%,%} x fliggvény inverze, arcsin : [—1,1] — [—g, g] ,
arccosx := a cos |[o - ¥ fiiggvény inverze, arccos : [—1,1] — [0, 7],
arctanz = atan|_=z = z fiiggvény inverze, arctan : R —] — 3, 3|,
arcctgr = a ctgljg -z fliggvény inverze, arcctg : R —]0, 7|

[elemi fiiggvény] Az f(z) = ¢ (z € R), (ahol ¢ € R tetszéleges konstans), f(z) =z (r € R), f(z) =
e (x € R), f(z) =Inz (z > 0), f(z) =sinz (x € R), f(z) = arcsinz (x € [—1,1]) fuggvényeket, és
ezekbdl a
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4 alapmiivelet (Osszeadds, kivonds, szorzds, osztds),
Osszetett fiiggvény képzése,
lesziikités egy intervallumra
operaciok véges sokszori alkalmazasaval keletkezo fiiggvényeket elemi fiiggvényeknek nevezziik.

&[differencidlhatésdg, derivalt] Az f : I — R (I C R egy nem elfajult intervallum) fiiggvényt
differencidlhatonak nevezzik az xg € I pontban, ha létezik a
i @) = (o)
T—TQ T — xo
(véges) hatdrérték.
E hatarértéket az f fliggvény xo pontbeli differencidlhdnyadosanak vagy derivdltjanak nevezziik, és
d
d—f(sco)—lal, vagy f'(zo)-lel jeloljiik.
x
&[magasabbrendii derivaltak] Tegyiik fel, hogy az f : I — R fluggvény elsé derivéltja létezik az
xo € I pontnak egy (legaldbb egyoldali) kornyezetében, akkor f mdsodik derivdltjat

oy = 1 20 = o)
T—xg T — Xo
-szel, vagy
f"(@o) = (f")'(z0)
-lal definidljuk, és hasonldan, az f figgvény (n + 1)-edik derivdltja

f(nﬂ)(iﬂo) = (f(n))/ (w0)-

&[konvex, konkav fiiggvény] Az f: I — R figgvényt konvernek nevezziik az I intervallumon, ha
POt + (1= Na2) < Af(1) + (1= N f(z) (21,22 € LA € [0,1)

teljestil.
f-et konkdvnak nevezziikk I-n , ha —f konvex I-n.

&[inflexids hely] Legyen f : I — R és zp € I° belsd pontja I-nek. xg-t az f figgvény inflexids helyénk,
(0, f(x0))-t inflexids pontjanak nevezzik, ha xg az I intervallum konvex és konkdv szakaszait vélasztja
el, azaz, ha van olyan § > 0, hogy

f konvex |xg — 9, zo[-n, konkév |z, zo + d[-n, vagy

f konkdv |xg — 6, xo[-n, konvex |xq, z¢ + d[-n.

[Taylor polinom] A

/ 7 (n)
R R e R e TR
polinomot az f fliggvény n-edfokd Taylor polinomjinak (xg = 0 esetén Mc Laurin polinomjdnak)
nevezziik az xg pont koriil, mig az
Fr©) +1
Ry(x) i = —=(x — xo)"
(@) = Ty @ )

a Taylor formula n-edik maradéktagja a Lagrange-féle alakban.

&[staciondrius pont] Azokat az x( pontokat, amelyekre f'(x¢) = 0 teljesill, az f fliggvény staciondrius
pontjainak nevezzik.
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E pontokban az érint6 parhuzamos az x tengellyel. Staciondrius pontban lehet lokdlis szélséérték, de
nem biztos, hogy van.

&[primitiv fiiggvény] Legyen f : I — R adott fliggvény (I C R egy intervallum). A F: ] — R
fliggvényt a f fuggvény primitiv fiigguényének nevezziik I-n, ha

F' differencialhaté I-n,
Fl(z) = f(z) (we€l).

&[hatdrozatlan integral] Egy f fliggvény Osszes primitiv fliggvényeinek halmazit f hatdrozatlan
integrdljdnak nevezzik, és [ f(x) da-szel, vagy [ f-fel jeloljiik.

[elemien integralhaté fiiggvény] Egy fliggvényt elemien integrdlhatonak neveziink, ha primitiv
fliggvénye elemi.

[raciondlis tortfiiggvény] A két polinom hdnyadosaként eldéllithaté fluggvényeket raciondlis
tortfigguényeknek nevezzik.

&[intervallum felosztasa] Legyen [a,b] C R egy zért intervallum. A

P={z ' a=x<z1<---<zp=b} (neN)
ponthalmazt az [a,b] intervallum egy felosztdsdnak nevezzik. x; az i-edik osztépont, [x;-1,x;] az i-edik
intervallum, x; — x;_1 az i-edik intervallum hossza, a

1Pl = max (w; —i1)

szamot a P felosztds finomsdgdnak nevezziik.

&[integralkozelité Osszeg] Legyen f : [a,b] — R egy korldtos fiiggvény, P az [a,b] egy felosztdsa,
t; € [xi—1,x;] (i =1,...,n) kozbens6 értékek. Az

S(f’ Pv t) = Zf(tl)(xz - xi—l)

Osszeget az f fiiggvény P felosztdshoz és ¢ = (ti1,...,t,) kozbens6 érték rendszerhez tartozéd in-
tegralkozelité 0sszegének nevezziik.

&[a Riemann integralhatésig és Riemann integral definiciéja] Az f : [a,b] — R korldtos
figgvényt Riemann integrdlhaténak nevezziik [a, b]-n, ha van olyan Z € R szdm, hogy bérmely € > 0-hoz
létezik olyan d(¢), hogy
|s(f,P,t) =I| <e ha|P| <d(e)
barmely t = (1, ...,t,) kozbensd érték rendszer mellett teljestil.
b b
Az T szédmot az f fiiggvény [a,bl-n vett Riemann integrdljdnak nevezzik és [ f(x)dx vagy [ f-fel
a a
jelsljiik.
(1)-gyel egy (4j tipusi) hatdrértéket definidltunk, igy az integral definiciéjat egyszeriien

n

b
I:/f(x)dx = Tim s(f,Pt)  ahols(f,Pt) =3 f(t:)(w — mi 1)

P
I1Pl—0 P

alakban is irhatjuk (ahol természetesen meg kell mondani, hogy f, P, t;,t mit jelentenek).
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e &[teriilletmérs fiiggvény| Legyen f € R[a,b], akkor a

T(a:)z/zf(t)dt (@ € [a,8])

fliggvényt f teriletmérd fiiggvényének nevezzik.

[improprius integral végtelen intervallumon] Legyen f :] — 00,b] — R, b € R és tegyiik fel, hogy
minden ¢ < b mellett f € R[t,b], akkor

b b
flz)dx = tii{noo f(z)dzx
/ /

b
feltéve, hogy a jobboldali hatdrérték véges. Ekkor azt mondjuk, hogy az [ f(z)dx improprius integrdl
—0o0
konvergens, ellenkez6 esetben (amikor a jobboldali hatdrérték nem létezik, vagy létezik de végtelen)
divergens.

Legyen f : [a,00[— R, a € R és tegylik fel, hogy minden a < t mellett f € R[a,t], akkor

t—o0

7f(x)dx = lim /tf(x)dx

o0
feltéve, hogy a jobboldali hatarérték véges. Ekkor azt mondjuk, hogy az f f(z) dx improprius integrdl
a

konvergens, ellenkez6 esetben (amikor a jobboldali hatdrérték nem létezik, vagy létezik de végtelen)
divergens.

Végiil, ha f :] — co,00[— R, és minden s < t, s,t € R mellett f € R]s, ], akkor tetszbleges ¢ € R

mellett
(&

_f f(z)dz + Tf(:z:) dx

_T fl@)dx:

~ lim ff(x)dx+tgmff(x)dx

oo
feltéve, hogy mindkét jobboldali hatdrérték véges. Ekkor azt mondjuk, hogy az [ f(x)dx improprius
— 00
integrdl konvergens, ellenkezd esetben (amikor a jobboldali hatdrértékek koziil legaldbb az egyik nem
létezik, vagy létezik de végtelen) divergens.

[improprius integril nem korlatos fiiggvényre] Legyen f : [a,b] — R, a,b € R és tegyiik fel, hogy
f nem korldtos [a,b]-n, de minden a <t < b mellett f € R[t,b], (fgy f korldtos [t,b]-n!), akkor

b b
/f(m) dx := t—lfﬂo/f(x) dx
a t
b
feltéve, hogy a jobboldali hatdrérték véges. Ekkor azt mondjuk, hogy az [ f(z)dz improprius integrdl

a
konvergens, ellenkez6 esetben (amikor a jobboldali hatdrérték nem létezik, vagy létezik de végtelen)
divergens.
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Legyen f : [a,b] — R, a,b € R és tegyiik fel, hogy f nem korldtos [a,b]-n, de minden a < t < b
mellett f € Rla,t], (igy f korldtos [a,t]-n!), akkor

t—b—0

/bf(x)dm = lim /tf(x)dm

b
feltéve, hogy a jobboldali hatédrérték véges. Ekkor azt mondjuk, hogy az [ f(x)dx improprius integrdl

a
konvergens, ellenkezd esetben (amikor a jobboldali hatérérték nem létezik, vagy létezik de végtelen)
divergens.

Végiil, ha f : [a,b] = R, a,b € R, és f nem korldtos [a,b]-n, de van olyan ¢, a < ¢ < b hogy minden
a<s<c<t<bmellett f € Rla,s|, f € R[t,b] (igy f korldtos [a,s]-n és [t,b]-n, azaz f a c pont egy
kornyezetében nem korldtos!), akkor

b b
[f@)dz: = [ f(x)dz+ [ f(z)dx

8 —n

s b
- i, s i )i

b
feltéve, hogy mindkét jobboldali hatdrérték véges. Ekkor azt mondjuk, hogy az [ f(z)dxz improprius

integrdl konvergens, ellenkez8 esetben (amikor a jobboldali hatérértékek koziil legaldbb az egyik nem
létezik, vagy létezik de végtelen) divergens.
[téglalap felosztdsa, integralkozelitsé Gsszeg] Legyen D = [a, b] X [c, d] egy téglalap, és

P, ={x; :a=xp<x1<--<xzpm=0>},

P, ={y; :c=yw<pyu<--<y=d}
az [a,b], [c, d] intervallumok felosztdsai, akkor a

P=P,xPy={(zyy;) : i=0,1,...,m;7=0,1,...,n }
pontrendszert a D egy felosztdsdnak nevezziik, D;; = [z,—1,2;] X [y—1,y;] (i = 0,1,...,m;j =
0,1,...,n) a felosztds téglalapjai
1Pl = V@ = 2i0)? + (g — y50)?

a felosztds finomsdga (a D;; téglalapok &t16i hosszdnak a maximuma).

M, 13)>

Legyen f : D — R korlatos fiiggvény a D téglalapon, P a D egy felosztasa, (s;,t;) € D;; kézbensd
pontok,
v = ((81, tl), (Sl.tQ), ey (Sm, tn))
a kézbensé pontok rendszere/vektora. Az

s(f. Pv) = Z > f(sist)m(Diy)

Gsszeget, ahol m(D;;) = (x; — xi—1)(y; — yj—1) a D;; téglalap teriilete (mértéke), az f fliggvény P
felosztashoz és v kozbensé pontrendszerhez tartozo integralkézelité dsszegének nevezzik.
s(f, P,v) geometriai jelentése : a felosztds és a kozbensd értékek altal meghatdrozott hasdbok

térfogatanak (el6jeles) Osszege, ami annél jobban kozeliti az f dltal meghatarozott feliilet alatti (el&jeles)
térfogatot, minél finomabb a felosztas.
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o [kettés Riemann integral definicidja] Az f : D — R korldtos fiiggvényt Riemann integrdlhaténak
nevezziik a D téglalapon, ha van olyan Z € R szdm, hogy barmely e > 0-hoz 1étezik olyan §(e), hogy

(2) |s(f; Pv) =Z] < e hallP[| <d(e)
barmely v = ((s1,t1), (s1.t2), .., (Sm, tn)) kOzbenss pontrendszer mellett teljesiil.

Az T szimot az f fliggvény D-n vett Riemann integrdljdnak nevezziik és / / f(x,y) dedy-szel jeloljik.
D



