DEFINICIOK ES TETELEK

A fontosabb definiciokat és tételeket & jeloli.

e [k-dimenziés euklideszi tér] A k-dimenzids euklideszi térnek nevezziik és RFval jeloljiik a valos
szamokbol alkotott k-tagi « = (x1, 2, ..., zx) sorozatok halmazat, azaz
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Az © = (x1,x9,...,21) sorozatokat a tér pontjainak mondjuk, az xi,za,...,z; szdmok az x =
(z1,22,...,2k) pont koordindtdi. O
e [vektorok &sszege és skalarral vald szorzata] Az x = (z1,%9,...,71), ¥ = (Y1,¥2,---,yx) € RF
vektorok dsszegét és az x € R¥ wvektor X € R skaldrral vald szorzatdt
r+y: = (v1+y, T2+ Y2, ., Tk + Yi)
Ax = (Axy, Axe, ..., Axg)
-val definialjuk. |

e &[vektorok skalaris vagy belss szorzata] Az v = (z1,22,...,2%), ¥y = (Y1,Y2,---,Yx) € RF vektorok
skaldris vagy belsd szorzatdt

(T,y) = 2191 + Tay2 + - + TkYk
-val definialjuk. |

Konnyti ellendrizni, hogy a skalaris szorzat teljesiti az alabbi tulajdonsagokat. Barmely .y, z € RF
és barmely A € R esetén

(x+y,2) =(z,2)+(y,2)
(Az,y) =A@, y),
(r,y) = (y,2),
(x,x) >0 és (x,x) =0 akkor és csakis akkor, ha x = 0.

Ez a 4 tulajdonsag alkotja a skalaris szorzas axiomait.

&TETEL [Cauchy-Schwarz egyenlétlenség| Bdarmely két x,y € RF wvektor esetén érvényes a Cauchy-

Schwarz egyenldtlenséy:
@, 9)| < V(@ 2) VY, y).

]
e &[vektor hossza] Az ||z|| = \/(z,x) szamot az = (z1,72,...,71) € R¥ vektor hosszinak (vagy
normdjanak ill. abszolit értékének) nevezziik. ]

A Cauchy-Schwarz egyenlStlenség felhasznalaséaval konnyen igazolhatjuk a norma tulajdonsigait: bar-
mely x,y € R* és barmely A € R esetén

lz|| >0 és|z| =0 akkor és csakis akkor, ha z =0
[Az]| = [A] {]]
lz+yll - <zl + [yl

e [tavolsag] Az x,y € R¥ pontok tdvolsdgdt

d(z,y) = llz -yl
-nal definialjuk. |



o [kdrnyezet] Egy a € R¥ pont ¢ > 0 sugari (nyilt) kérnyezetén a
K(a,e):= {2 €R" : d(zx,a) =|z —a|] <c}
halmazt értjiik. (]

e [sorozat] Egy a : N — RF fiiggvényt R¥-beli sorozatnak neveziink.
Jelolések

a(n) =a, = (ap1,an2,---,0nk) (MEN), a=(a,).
O

o [konvergens, diveregens sorozat] Az (a,) (R¥-beli) sorozatot konvergensnek nevezziik, ha van olyan
b € R¥, hogy barmely e > 0-hoz létezik olyan N () € R szam, hogy

la, — 0]l <e ha n> N(e).
b-t a sorozat hatdrértékének (limeszének) nevezziik és az
an, — b (n—o00) vagy lim a, =0
n—oo

jelolést hasznaljuk. N(e)-t az e-hoz tartozo kiszobszdmnak nevezzik.
Egy RF-beli sorozatot divergensnek neveziink, ha nem konvergens. O

TETEL [R*-beli sorozat koordinatanként konvergens|
an = (Gn1,0n2, - ank) — b= (b1,b2,...,b5) (n — 00)
akkor és csakis akkor, ha
an,; — b; (n— 00) minden i = 1,2, ...,k mellett.

Ez azt jelenti, hogy egy vektorsorozat akkor és csakis akkor konvergens, ha a sorozat minden koordindtdja
konvergens €s hatdrértéke a hatdrvektor megfeleld koordindtdja. O

o [fiiggvény hatarértéke| Legyen f : D C R¥F — R és legyen xog € D' (a D halmaz torloddsi pontja).
Azt mondjuk, hogy f-nek van (véges) hatdrértéke az xo pontban, ha van olyan a € R szdm, hogy minden
€ > 0-hoz van olyan 6(¢) > 0, hogy

|f(z) —al<e ha 0<l|z—m| <d(e) ésxz €D

teljestil.
Az a € R szdmot az f fiigguény xo pontbeli hatdrértékének nevezzik, és jelolésére az a = lim f(x)
T—x0
vagy f(x) — a ( ha x — x)-t haszndljuk. 0

o &[fiiggvény folytonossaga] Az f : D C RF — R fiigguényt értelmezési tartomdnydnak vo € D
pontjdban folytonosnak nevezziik, ha bdarmely ¢ > 0-hoz van olyan §(e) > 0, hogy
|f(z) = f(zo)| <€ ha |x—xo| <d(e) ésx e D
teljestil. O

o &[fiiggvény (totalis) differencialhatésaga, derivaltja] Az f: D C R¥ — R fiiggvényt az zg € D
belsé pontban (totdlisan) differencidlhatonak nevezziik, ha van olyan A € R¥ vektor melyre

lim f(x) = f(xo) — (A, 2 — x0)

=0.
a— o [l = o

Az f'(xp):=A vektort az f fliggvény xg pontbeli derivdltjdnak nevezzik.
O

e &[fiiggvény irany menti differencialhatésaga, irany menti derivaltja] Az f : D ¢ R¥ — R fiigg-
vényt az 2o € D belsé pontban az e (ahol e egy R¥-beli egységvektor) irdny mentén differencidlhatonak
nevezziik, ha létezik a

t—0 t
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(véges) hatarérték. E hatarértéket D, f(xg)-lal jeloljiik, és az f fliggvény e irdnymenti derivdltjanak
nevezzik az xy pontban. O

&[fiiggvény parcialis derivaltja] Legyen e = u; = (0,...,0,1,0,...,0) az i-edik tengely iranyaba
mutato egységvektor (az u; vektor i-edik koordinataja 1, a tébbi 0) akkor a

irAnymenti derivaltat az f figgvény i-edik vdltozdja szerinti parcidlis derivdltjdnak nevezziik az xg
pontban. Jeldlésére az

0: f(zo)

szimbolumot hasznaljuk. a

Egyéb jelolések:

O (20).  fur(ao)

8£Cif($0)a Oz

&|[parcialis differencidlhatésag] Az f: D C R*¥ — R fiiggvényt az zo € D belsé pontban parcidlisan
differencidlhatonak nevezzik, ha 0; f(xo) minden ¢ = 1, ..., n-re létezik. |

STETEL [iranymenti derivalt kiszdmitésa] Ha f: D C R® — R az zg € D belsé pontban (totdli-
san) differencidlhatd, akkor barmely e = (e1,...,e;) € R¥ |le]| = \/€Z +---+ €2 = 1 irdny mentén is
differencidlhaté xo-ban, és az irdnymenti derivdltjdra

Def(IO) = <Aa €> = Ajer + -+ Ageg

dll fenn, ahol A = f'(z9).
0

&TETEL |(totalis) differencidlhatosag = folytonossag] Ha f : D € R¥ — R az xg € D belsd
pontban (totdlisan) differencidlhatd, akkor f folytonos xo-ban.
O

&TETEL [parc. deriv. folytonossaga = (totalis) differencialhatésag | Ha az f : D € R¥ — R
fiiggvénynek az xog € D belsd pont egy kornyezetében folytonos parcidlis derivdltjai vannak (ekkor azt
tgy mondjuk, hogy a fiigguény folytonosan parcidlisan differencidlhato e kornyezetben) akkor f az xq
pontbanban (totdlis) differencidlhatd, (igy folytonos is). O

TETEL |[lancszabaly: Gsszetett fiiggvény differencialhatosiga] Ha a g; : D € RF — R (i =
1,2,...,1) figgvények differencidlhatok az xo € D belsé pontban, és f : E C Rl — R differencidlhatd az
yo = g(xo) € E belsé pontban, ahol g(x) := (g1(x), g2(x),...,qi1(x)) (x € D), akkor a

hz) = f(g(x))

dsszetett fligguény (mely xog € D egy kornyezetében biztosan értelmezve van) differencidlhaté xy € D-ben
és

l
81h(a'}0) = Zajf(g(xo))(’)igj(xo) (’L = 1,2,...,]{?).

Utobbi képletet nevezziik lancszabdlynak. O

&[magasabb rendi parcialis derivaltak| Tegyiik fel, hogy az f : D C R¥ — R fiiggvénynek az
xg € D bels6 pont egy kornyezetében létezik pl. az i-edik valtozo szerinti 0, f parcialis derivalt. Ha ez
parciédlisan differencidlhato pl. az j-edik valtozo szerint, Ggy a e derivalast elvégezve kapjuk a

9;0if (o) := 0; (9:.f (w0))

mdsodik parcidlis derivdltjdt f-nek az xo pontban az i-edik és j-edik vdltozdk szerint (ebben a sorrend-
ben).



Hasonl6an ha a 0;0; f(x) drivalt létezik zo egy kornyezetében és ez parcialisan differencialhato pl. a
l-edik valtozo szerint, gy a e derivalast elvégezve kapjuk a
0,0;0; f (o) := 01 (9;0; f (x0))

harmadik parcidlis derivdltat. Hasonldéan értelmezhetjiik a negyed- és magasabbrendii parcialis derival-
takat is. 0

&TETEL [Young tétel: a vegyes parcidlis derivaltak fiiggetlensége a derivalas sorrendjétsl] Ha az
f:D c RF = R fiigguénynek az xog € D belsé pont egy kérnyezetében az dsszes m > 2-edik parcidlis
derivdltjai léteznek és folytonosak az xg pontban, akkor a fiigguvény m-edik parcidlis derivdltjai az xq
pontban a differencidlds sorrendjétdl fiiggetlenek. O

&[maximum, minimum] Azt mondjuk, hogy az f : D C R* — R fiiggvénynek lokdlis (helyi) mazi-
muma (minimuma) van az xg € D pontban, ha van olyan £ > 0 hogy

flzo) > f(x) (f(zo) < f(x)) teljesiil minden = € K (zg,e) N D
esetén.

Azt mondjuk, hogy az f : D C R¥ — R fiiggvénynek szigori lokdlis (helyi) mazimuma (minimuma)
van az o € D pontban, ha van olyan € > 0 hogy

f(zo) > f(z) (f(xo) < f(x)) teljesiil minden = € K(xg,e) N D,z # x9

esetén.
Azt mondjuk, hogy az f : D C R¥ — R fiiggvénynek globdlis (vagy abszohit) mazimuma (minimuma)
van az g € D pontban, ha

f(zo) > f(x) (f(xo) < f(x)) teljesiil minden € D

esetén.
Azt mondjuk, hogy az f : D C R*¥ — R fiiggvénynek szigori globdlis (vagy abszolit) mazimuma
(minimuma) van az xo € D pontban, ha

flxo) > f(z) (f(mo) < f(x)) teljesiil minden x € D, x # xg

esetén. 0

QTETEL [a szélséertek létezésének elegends feltétele] Korldtos zdrt halmazon folytonos fiigguény fel-
veszi a fligguényértékek infimumdt és supremumdt fligguényértékként, ami azt jelenti, hogy a fligguénynek
van minimuma és maximuma (az illetd korldtos zdrt halmazon).

O

QTETEL [a szélséérték elsérendii sziikséges feltétele] Ha f : D C RF — R figuénynek az o € D
belsd pontban lokdlis szélsGértéke van, és léteznek f elsd parcidlis derivdltjai xo-ban, akkor

O1f(wo) = O2f(x0) = -+ = Op f(20) = 0.

Az el6z6 feltételnek elegettevs xg pontokat az f fliggvény staciondrius pontjainak nevezziik.
O

STETEL [a széls6érték masodrend elegendd feltétele] Tegyiik fel, hogy az f : D C RF — R §sszes
mdsodik parcidlis derivdltjai folytonosak az xg € D belsd pont eqy kérnyezetében, tovdbbd

O1f(z0) = O2f(0) = - -+ = O f(w0) = 0,

azaz xg staciondrius pontja f-nek.

1. Ha a o
Q) = Qb+ ) = 3 32050 aulh

kvadratikus fiigguény pozitiv definit, azaz Q(h) > 0 minden h € R¥ h # 0 esetén, akkor f-nek szigori
lokdlis minimuma van xg-ban,
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IL. ha a Q kvadratikus fiigguény negativ definit, azaz Q(h) < 0 minden h € R¥ h # 0 esetén, akkor
f-nek szigoru lokdlis maximuma van xo-ban,

II1. ha a Q kvadratikus figguény indefinit, azaz Q(h) felvesz pozitiv és negativ értéket is, akkor f-nek
nincs szélséértéke xg-ban. O

A
Q(h1, hy) = 0101 f (o) hi + 20102 f (20) hahg + 0202 f (o) h3
kvadratikus fiigguény akkor és csakis akkor pozitiv definit, ha

Al = 8181f(l‘0) > O7 AQ = gigé;gig; g;gz‘;gzg; > 0.

Hasonloan bizonyithatjuk azt, hogy Q(h1, ha) akkor és csakis akkor negativ definit, ha
Al < 0, Ag > 0.

Ha
As <0
akkor Q indefinit.
a

[lokalis feltételes maximum (minimum)] Legyenek f : D C R*™ — R, h; : D C RF™ - R
1 =1,...,m adott fliggvények. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xo € D pontban a hi(xz) =
0, hg( ) =0, ...,hn(x) = 0 feltételek mellett lokdlis feltételes mazimuma (minimuma) van, ha van
olyan ¢ > 0 hogy

f(zo) > f(x) (f(zo) < f(z)) teljesiil minden x € D N K(xg,¢)

mellett, melyre

O

TETEL [a feltételes szélséérték sziikséges feltétele] Tegyiik fel, hogy az f,h; : D C RFT™ R (i =
1,...,m), az f figgvénynek az xo € D belsé pontban a hyi(x) = 0, ha(z) = 0, ..., hy(x) = 0 feltét-
elek mellett lokdlis feltételes szélsGértéke van, tovdibbd az f és h; (i = 1,...,m) parcidlis derivdltjai
folytonosak xo egqy kérnyezetében és a

((%hl(l‘o)) (j=1,...,k;+m,i:1,...,m)

madtriznak van nemzérus m-edrendd aldetermindnsa. Akkor vannak olyan A1, ... Ay € R valds szdmok,
hogy az
F(x) = f(x) + AMhi(z) + -+ Anhm(z) (2 € D)
figguényre
N F(x9) =+ = OgemF(z0) = 0.

A M1, ...\, szdmokat Lagrange-féle multiplikdtoroknak nevezzik, az F fliggvényt a feltételes szélsGér-
ték problema Lagrange-féle fligguényének nevezziik.
en

&[vektorok linearis kombinaciéja] Az ay,as,...,a, € RF vektorok Ai, Ao, ..., A\, € R egyiitthatok-
kal képezett linedris kombindcidjan a

Arar + Agag + -+ Apap
vektort értjiik.



e &[vektorrendszer linearisan fiiggetlensége, fiiggdsége]| Az ai,...,a, € R¥ vektorrendszert li-
nedrisan fiiggetlennek nevezzik, ha

A1ag + Asag + -+ Apan =0

csak A\1 = A9 = --- = \,, = 0 esetén all fenn.
Egy vektorrendszert linedrisan fliggének neveziink, ha nem linearisan fliggetlen. O

A definici6 alapjan kénnyen belathato, hogy linedrisan fiiggetlen vektorrendszer barmely részrendszere

is linedrisan fiiggetlen, és linedrisan fiiggd vektorrendszert tovdbbi vektorokkal bévitve, a bévitett rendszer
1s linedrisan fliggd. O
TETEL Az ay,...,a, € R¥ vektorrendszer akkor és csakis akkor linedrisan figgetlen, ha
b= Xai+ -+ Apan, b=MNay+ -+ Nan
csak A1 = AN, ..., A = A\, esetén teljesiil. a

Megjegyzés. Az RF vektortér k dimenzids a kiovetkezs értelemben: van RF-ban k darab linearisan
fiiggetlen vektor, de barhogyan is valasztunk k 4 1 darab vektort R¥-bol, azok linearisan fiiggék.

e &[bazis] Az R* (k dimenzi6s) vektortér barmely k szdmu linearisan fiiggetlen by, ..., by vektorat a tér
bdzisdnak nevezzik.

O

TETEL Ha by, ... b, a (k dimenzids) R* vektortér egy bdzisa, akkor a tér minden b vektora egyér-
telmien

b= B1b1 + Babz + - - + Biby
alakba irhato. Az itt szerepld (1, B2, ..., 0k skaldrokat a b vektor by,..., by bdzisdra vonatkozo koor-
dindtdinak nevezzik. (Il

o &[természetes bazis| Az
e1 = (1,0,...,0), ey =(0,1,...,0),... e, =(0,0,...,1) e RF

vektorok az R¥ tér egy bazisat alkotjak, melyet természetes bdzisnak neveziink.
O

o [altér] Az R¥ vektortér alterén R¥ olyan (nemiires) L részhalmazat értjiik, mely zart az dsszeadasra és
a skalarral valo szorzésra nézve, azaz a,b € L, A € R esetén a + b € L, Aa € L teljesiil.

|
Az egész RF és a {0} alterek, melyeket trividlis altereknek neveziink.
Tetsz6leges a1, aq,...,a, vektorrendszer altalaban nem alkot alteret. Van viszont olyan altér mely
tartalmazza ezt a vektorrendszert, pl. az egész vektortér.

e [vektorrendszer altal generalt (vagy kifeszitett) altér] Egy aq,as,...,a, vektorrendszert tar-
talmazo legsziikebb alteret a wektorrendszer dltal generdlt (vagy kifeszitett) altérnek nevezzik, és
L(a1,as,...,ay,)-nel jeloljik. a

Mivel alterek metszete is altér, igy L(a1,as,...,a,) éppen az ay,as,...,a, vektorrendszert tartal-

maz6 Osszes alterek metszete. Konnyi bebizonyitani, hogy ez a metszet (vagy a generalt altér) azonos
a vektorrendszer vektoraibol képezhetd dsszes linedris kombindciok halmazdval, azaz

L(ar,a2,...,an)={ a1a1+ -+ anay : ar,...,a, €R }
e &|vektorrendszer rangja] Az L(aj,aq,...,a,) generalt altér dimenzidjat az ai,as,...,a, vektor-
rendszer rangjdnak nevezzik, és rang(aq, as, . .., a,)-nel jeloljik.

O



STETEL Az a1, as,...,a, vektorrendszer rangja megegyezik e rendszerbdl kivdlaszthatd mazimdlis
szdma, linedrisan fliggetlen vektorok szdmduval. O
STETEL Az a1, as,...,a, vektorrendszer dltal generdlt altér nem wvdltozik meg, (és igy a vektor-

rendszer rangja sem vdltozik) ha
— megudltoztatjuk az vektorok sorrendjét,
— wvalamelyik vektort egy X\ # 0 skaldrral megszorozzuk,
— wvalamely vektordhoz egy mdsik vektordt hozzdadjuk.
|

&[k x n tipust matrix] Ha k-n darab (valos) szamot, az a;; (1 =1,2,...,k; j =1,2,...,n) szdmokat,
k sorban és n oszlopban helyeziink el (és zarojelbe tesziink) az alabbi modon:

a1 ai2 . A1n
a1 a2 . a2n
arp1 Qg2 . Qlen,

akkor egy kxn tipusi (valds) mdtrizot definidltunk. Az 6sszes kxn tipustt métrixok halmazat My« ,-nel
jeloljiik.
O

A tipus megadasanal mindig a sorok szama az elsé adat!

Az el6bbi matrixot A-val jelolve, mondhatjuk, hogy a;; az A matrix i-edik soranak j-edik eleme,
vagy az A méatrix (i, j)-edik eleme.

Gyakran hasznaljuk az A = (a;;) tomor jelolést, ha ez nem okoz félreértést.

&[matrix transzponaltja] Az A = (a;;) € My, mdtriz transzpondltjin az AT = (aj;) € Muxk
méatrixot, értjiikk (a matrix sorait és oszlopait megcserélve kapjuk a matrix transzponéaltjat).
a

&[matrixok Osszege és skalarral valé szorzésa] Legyenek A = (a;5), B = (b;j) € Mpixn azonos
tipusi matrixok, és legyen A € R, akkor az A + B és AA matrixokat

A + B = (aij + bij); A = ()\aij)
-vel definialjuk. O

TETEL |az Osszeadas, szammal val6 szorzas és transzponalas tulajdonsagai] Az dsszes k x n tipusi
valds matrizok My, halmaza k-n dimenzids valds vektortér a fenti miveletekre nézve. Tovdbbd bdrmely
A, B € Mixn, A € R mellett

(A+B)" =A" + BT, (AT =xAT.
O

Két mdtriz szorzata csak akkor értelmezett, ha az els§ tényezd(méatrixnak) annyi oszlopa van, mint
ahany sora van a méasodik tényezd(méatrixnak).

&[matrixok szorzasa] Az A = (a;j) € Mgxyn és B = (b;;) € My« métrixok C = AB szorzatdn azt
a C = (¢;j) € Mgxm méatrixot értjiik melyre

n
Cij == Zaisbsj = ai1bij + apboj + - Famby; (i=1,2,... ki =1,2,...,m).
s=1

O
Z ZOTZ4 Ovi - nmdacio j ZOTZ atrix c;; ¢ Z
Ezt a szorzast réviden "sor-oszlop kombindcionak" mondjuk, mert a szorzatméatrix c;; eleme, éppen a

A matrix (els6 tényezd) i-edik sorvektoranak és a B matrix (masodik tényezs) j-edik oszlopvektoranak
a belsé szorzata (mindkét vektor n dimenzios).



TETEL [méatrixok szorzésanak tulajdonsagai]l Mdtrizok szorzdsdra teljesilnek az

A(BC) = (AB)C
(A+B)C = AC+ BC
A(B+C) =AB+ AC

(AB)T =BTAT

azonossagok, ahol A, B,C tetszdleges mdtrizok, melyekre a felirt miveleteknek van értelme.
O

Megjegyezziik, hogy a matrixszorzas nem kommutativ, azaz altalaban AB # B A, tovabba kvadratikus
maétrixokra

AE=FA=A, AO=0A=0.

&[matrix invertalhatosaga és inverze| Egy A kvadratikus méatrixot invertdlhatonak nevezink, ha
van olyan B (kvadratikus) matrix melyre

AB=BA=F
teljesiil. Ezt a B matrixot A inverzének nevezzik és A~ '-gyel jeloljiik.
O
[permutacid] Az N, = {1,2,...,n} szdmok egy elrendezését (valamely sorrendben valo felirasat)

legalabb egy elem elhelyezésében kiilonboznek. N,, Gsszes permutacioinak halmazat S,-nel jeldljiik.

O
[inverzid] Legyen (a1, az, ..., ai,...,a;,...,a,)az1,2,3,...,nelemek egy permutacioja. Azt mondjuk,
hogy e permutacioban az a; és a; pdr inverzidban all, ha ¢ < j és a; > a;. O

Aszerint, hogy az inverzioban &all6 parok szama paros vagy péaratlan, szokds pdros vagy pdratlan
permutdciorol beszélni.

&[determinans] Legyen A = (a;;) egy n-edrendd kvadratikus matrix. Az A méatrix determindnsdn az
|A] = Z (=) a1y, a9a, - . Gna,
acS,

szamot értjiik, ahol az Osszegezés kiterjed az 1, 2,..., n szamok Osszes a = (a1, o, ..., q,) permuta-
ciojara, és I(a) az a permutacio inverzidinak szamat (az inverzidban 4ll6 parok szamaét) jeloli.
O

& Mdsod és harmadrendd determindnsok kiszdamitdsdra vannak egyszerd (és konnyen megjegyezhets
képletek:

= 11022 — A12021

a féatloban 1év6 elemek szorzatabol kivonjuk a mellékatloban 1év6 elemek szorzatét.

a1l a2 a13

G21 @22 (23 | = (11022033 + @12023031 + A130A21A32 — 13022031 — G11A23032 — 412021433.

asz1 az2 as3
Ez a Sarrus szabdly, melyet tgy lehet megjegyezni, hogy a determinans els6 két oszlopat a determinans
jobboldalhoz hozzairva képzeljiikk, majd a mellékatloban és vele parhuzamosan téle jobbra 1évs két
masik atloban 1évs elemeket Osszeszorozzuk, e szorzatokat Osszeadjuk, majd a mellékatloban és vele
parhuzamosan téle jobbra 1évé két masik atlé elemeit 6sszeszorozzuk, e szorzatokat kivonjuk az el6zé
0sszegbdl.

&TETEL |a determinans alaptulajdonsagail
(1) Ha egy determindns sorait és oszlopait felcseréljiik, akkor a determindns értéke nem vdltozik (vagy
eqy négyzetes mdtriznak €és transzpondltjdnak determindnsa megegyezik).



(2) Ha egy determindns valamely sordnak minden eleme tartalmaz egy c faktort, akkor ez kiemelhetd a
determindns jele elé.

(3) Ha egy determindns két sordt felcseréljiik akkor a determindns eldjelet vdlt.

(4) Ha egy determindns két sora megegyezik, akkor a determindns értéke nulla.

(5) A determindns értéke nem wvdltozik, ha egy sordnak elemeihez egy mdsik sor megfeleld elemeinek
c-szeresét hozzdadjuk.

(6) Ha egy determindns valamely sordnak minden eleme két tag dsszegére bomlik, akkor a determindns
felirhato két olyan determindns dsszegeként melyeknek megfeleld sorukban éppen az egyes dsszea-
danddk dllnak.

(7) Ha egy determindns egy sordban csupa 0 dll, akkor a determindns értéke nulla.

(8) Ha egy determindns fédtldjaban minden elem 1 és a determindns tébbi eleme 0, akkor a determindns
értéke 1.

a

&TETEL [a determinansok szorzastétele| (Kvadratikus) mdtrivok szorzatdnak determindnsa a ténye-
26mdtrizok determindnsainak szorzata, azaz ha A, B (azonos rendi) kvadratikus mdtrizok, akkor

|AB| = |A|-|B|
O

Kovetkezmény. Egy (kvadratikus) mdtric akkor és csakis akkor invertdlhatd, ha determindnsa nem
nulla. |

&[adjungalt aldeterminans| Egy n-edrendii kvadratikus A = (a;;) matrixbol, hagyjuk el az a;; elem
sorat és oszlopat (azaz az i-edik sort és a j-edik oszlopot), a visszamarado n — l-edrendi kvadratikus
méatrix determinansat (—1)"77-vel megszorozva, a kapott szdmot az A mdtriz a;; eleméhez tartozo
adjungdlt aldetermindnsnak nevezzik, és A;j-vel jeloljiik.

|

Az adjungdlt aldetermindns tehdt egqy részmdtriz determindnsa, vagy annak negativja, attol fiiggden,
hogy mi az elhagyott sor és oszlop indexe. Az elGjel megallapitasara a sakktdbla szabdly szolgal: helyez-
ziik el matrixunkat egy képzeletbeli n x n-es sakktablan, de a mez&ket szinezés helyett + és — jelekkel
latjuk el, gy, hogy a bal felsg sarokban + jel van. Ha egy mezében + jel van akkor (—1)**/ =1, ha —
jel van, akkor (—1)"J = —1.

&TETEL[kifejtési tétel] Legyen A egy n-edrendd kvadratikus mdtriz, akkor
z": o 1A hai=d
2 Y50 hai#d
j=1
ez a sor szerinti kifejtés, tovabbd
o4, AL haj=j
;‘Z”A”' B { 0 haj#j

ez az oszlop szerinti kifejtés.
|

&TETEL [az inverz matrix eldallitasa] Legyen A egy n-edrendd invertdlhaté mdtriz (azaz legyen
|A| # 0, akkor az A= = (b;;) inverz mdtriz elemei

Ass
b~«: Je .7':172’...7
7 |A| (7’ J ’I’L)
1
alakiak (azaz A inverze az A adjungdlt aldetermindnsaibdl alkotott mdtrix transzpondltjanak W_

szorosa,). 0
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e [matrix rangja] Egy tetsz6leges k x n tipust mdtriz rangjdn oszlopvektorainak rangjat értjiikk (ami

azonos a maximalis linearisan fliggetlen oszlopvektorok szdmaval). A rangjat rang A-val jeloljiik. (]

Legyen 1 < I < min{k,n}, akkor A egy l-edrendd aldetermindnsdt tgy kapjuk, hogy kivalasztjunk

a maétrix [ darab sorat és [ darab oszlopat, és ezek metszetében 1évé elemekbél alkotott [-edrendii
determinénst képeziink.

a

TETEL[rangszamtétel] Bdarmely (nemzérus) mdtriz rangja megegyezik a mazimdlis rendd nulldtdl
kilonbozo aldetermindnsainak rendjével. A zérusmdtriz rangja nulla. (I

&[linearis egyenletrendszer| Linearis egyenletrendszernek nevezziik az

a11T1 +a12%2 + -+ a1 Th= b
a21 1+ a2x2 + -+ ag Tn= by
a1 T1 + aga T2 + -+ Apn Tn = by
egyenletrendszert, ahol a;;,b; (¢ =1,...,k; j =1,...,n) adott valos szamok, x; (i =1,..., k) ismeretlen

valos (vagy komplex) szamok.
Az a;; szamokat a fenti egyenletrendszer egyiitthatdinak nevezziik (pontosabban a;; a rendszer i-edik
egyenletében az x; ismeretlen egyiitthatoja, a b; az i-edik egyenlet szabad tagja.

A fenti egyenletrendszert homogénnek nevezziik, ha by = --- = by, = 0, ellenkezd esetben inhomo-
génnek mondjuk. Azt mondjuk, hogy a cq,...,c, szdmok az egyenletrendszer egy megolddsat adjék, ha

az ismeretlenek helyére helyettesitve 6ket a rendszer minden egyes egyenletében egyenlGség all.
A egyenletrendszert szabdlyosnak nevezziik, ha k = n, azaz ha az egyenletek és ismeretlenek szama

egyenld. |
Bevezetve az
ail ai12 e Ain
a1 a2 e agn
A=
a1 aro e Akn,
egylitthatomatrixot, és az
T1 b1
T2 bo
T = , b=
Tn b,

oszlopmatrixokat (oszlopvektorokat) a rendszeriink tomoren az
Ax=5b
alakba frhato. O

& Két egyenletrendszert ekvivalensnek neveziink, ha megoldasaik halmaza egyenld.

Linearis egyenletrendszerek esetén (nyilvanvalo modon) az alabbi atalakitasok eredményeznek ekvi-
valens rendszereket (ezeket ekvivalens dtalakitdsoknak mondjuk):

— az egyenletek sorrendjének megvaltoztatasa,

— az egyenletekben szerepld tagok sorrendjének megvaltoztatasa,

— a rendszer barmelyik egyenletének szorzasa (minden tag szorzésa) egy nemzérus szammal,

— a rendszer barmelyik egyenletének hozzaadasa egy masik egyenletéhez.

A Gauss eliminacio az ismeretlenek szukcessziv kikiiszobolése.
A Gauss eliminéaci6 1épései:
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Tegyiik fel, hogy a1 # 0. Az els6 egyenlet fﬂ—szeresét az 1-edik egyenlethez hozzdadva i =

a
2,3,...,k esetén, az x; ismeretlen eltiinik a méusodikl,1 harmadik, ... k-adik egyenletbsl. Ha a1 = 0,
akkor az elsé egyenletben keresiink egy ismeretlent melynek egyiitthatoja # 0 és ez veszi at x1 szerepét.
Ezutan a masodik egyenlet alkalmas konstanszorosainak a harmadik ... k-adik egyenlethez valo

hozzadaséaval kikiiszoboljlik a harmadik ismeretlent a negyedik, ... k-adik egyenletbdl.
|

&TETEL [lin. egyenletrendszer megoldhatosaga] Az

a1 T1 + a2+ -+ anTh= b
a21T1 + G2 To2 + -+ -+ aop = b

k1 1+ ak2 T2 + -+ A Tp= b
linedris egyenletrendszer akkor is csakis akkor oldhaté meg, ha a
rgA = rg(A|[b)

rangfeltétel teljesil, ahol A a rendszer mdtriza, (A|b) a bévitett mdtriz, melyet az A mdtrizbdl gy
kapunk, hogy az A mdtrizhoz n + 1-edik oszlopként hozzdirjuk a szabad tagok b oszlopvektordt. |

&TETEL |[homogén rendszernek nemtrivialis megoldasanak létezése] Az
Az =0 (A€ Mpxn,z=(T1,...,2Zn) € Mpx1)
homogén linedris egyenletrendszernek akkor is csakis akkor van trividlistol kilénbozé megolddsa, ha
rang A <n

(azaz a rendszer A mdtrizdnak rangja kisebb mint az ismeretlenek szdma). Ha ez teljesiil, akkor a
homogén rendszer 6sszes megolddsai R™-nek egy

n — rang A

dimenzids alterét alkotjdk. 0
TETEL [lin. egy.rendszer megoldasanak szerkezete| Az
Az =0 (A€ Mixn, T € Myx1, b € Myx1)

inhomogén linedris egyenletrendszer barmely x megolddsa

z=z +a"
alakba irhatd, ahol x' az inhomogén egyenlet eqy régzitett (partikuldris) megolddsa, " pedig a megfeleld

Az =0

homogén egyenlet eqy tetszéleges megolddsa. Igy a megolddsok halmaza az utébbi egyenletrendszer me-
golddsalterének az x' vektorral vald eltoltja. O

&TETEL [Cramer szabaly| Legyen A egy n-edrendi kvadratikus mdtriz. A
Ax:b (AEMnme,bEMmd)

(szabdlyos) linedris egyenletrendszer akkor és csakis akkor hatdrozott (egyértelmien megoldhatd), ha

Al 0.
Ha ez teljesiil akkor a rendszer egyetlen megolddsa
|4l .
T; = (i=1,2,...,n)
4]

ahol A; az a mdtriz melyet az A mdtrizbdl gy kapunk, hogy annak i-edik oszlopdt a szabad tagok b
(0szlop Jvektordra cseréljik ki. a
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TETEL [szabalyos homogén egy.rendszer nemtrivialis megoldasanak létezése] Legyen A egy n-
edrendd kvadratikus mdtriz. A

Ar =0 (A€ Muxn, & € Mux1)
(szabdlyos) homogén linedris egyenletrendszernek akkor és csakis akkor van nemtrividlis megolddsa, ha
|A| = 0.
|

[linearis leképezés] A ¢ : R™ — R™ leképezést linedris leképezésnek nevezziik, ha barmely z,y € R™
és barmely A € R esetén

oz +y) o(z) + ¢(y) (azaz o additiv),
o(Ax) cp(x) (azaz ¢ homogén).
([l
[linearis leképezés matrixa] A ¢ linedris leképezés mdtrizdn azt az A, = (a;;) (n-edrendd kvadra-
tikus) méatrixot értjiik, melynek j-edik oszlopaban a ¢(b;) képvektornak a by,..., b, bazisra vonatkozo
koordinatai allnak. O

Az &sszes ¢ : R — R™ linearis leképezések és a hozzajuk rendelt A, € M,,,, matrixok kdzotti

p— A, (A, = (aij), ahol (b Z a;;b;

leképezés bijektiv, minden ¢ linearis leképezéshez egyetlen n-edrendd A, matrix tartozik, és minden
ilyen matrix egyetlen linearis leképezést hataroz meg. S6t, ez a bijektiv leképezés megérzi a méatrixmi-
veleteket is. |

Ha ¢, % : R™ — R" lineéris leképezések, ugy 6sszegiiket, szamszorosukat és kompoziciojukat az alabbi
modon értelmezziik:

(p+v)(z) =) +i() (zeR"),
Ap)(z) = Ap(x) (A eR, z e R"),
(pod)(x) :=p(P(z)) (z € R™).

O

TETEL [a linearis leképezések és hozzajuk tartozé matrixok kapcsolata] Régzitett bdzis és tetszdleges
©, Y : R™ — R" linedris leképezések esetén

Apry =A,+Ay a o — A, leképezés megtartja az dsszeaddst,
Ay, = XA, a o — A, leképezés megtartja az szimmal vald szorzdst,
Aoy = A Ay a @ — Ay, leképezés a kompoziciot szorzatba viszi dt.
Tovdbbd ¢ : R™ — R™ akkor és csakis akkor bijektiv, ha A, invertdlhato. O
Tétel. Legyen by, ..., b, és b, ... b, az R™ tér két bazisa, és
n
ALP = (aij), ahol (p(bj) = zjlaijbi
1=
n
A, = (aj;), ahol (b)) = 2:1 a;;b;
i=

a ¢ : R" — R" linedris leképezés mdtrizai. Akkor van olyan S = (s;;) € Myxn invertdlhats madtriz,
hogy
-1
A:o =S5A,S.
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e &[matrix sajatértéke, sajatvektora] Legyen A egy nxn-es matrix. A A € R szamot A sajdtértékének
nevezzik, ha van olyan nullatél kiilonb6z6 x € R™ vektor, melyre
Ax = \x
teljesiil. Az x vektort A (A sajatértékhez tartozo) sajdtvektordnak nevezzik. a

A sajatértékeket a
|[A—AE|=0
egyenletbdl hatarozzuk meg, a sajatvektorokat pedig a
(A= AE)z =0

linearis homogén egyenletrendszerbdl.
O

e &[matrix diagonalizalhatosaga] Egy n xn-es A méatrixot diagonalizdlhatonak neveziink, ha van olyan
invertalhaté n x n-es S matrix és egy D diagonalis matrix, melyekre

S~'AS=D
teljesiil. O

Diagonalis matrixokra hasznalni fogjuk a

A0 0

0 X 0
D = diag(A1,... \p) := )

0 0 An

jelolést is.
TETEL Ha A, S n x n-es mdtrizok, S invertdlhaté, akkor az A és S™'AS mdtrizok sajdtértékei

megegyeznek. O
&TETEL[a diagonalizalhatosag kritériumal Egy n X n-es A mdtriz akkor és csakis akkor diagonali-
zdlhatd, ha van n linedrisan figgetlen sajatvektora, x1,...,T,. Ekkor
A0 .00
0 A ... O
ST1AS = diag(A1,... \) = | . . .
0 0 ... X,
ahol az S mdtrix oszlopvektorai rendre x1,..., Ty, a A1,..., Ay szdmok pedig a hozzdjuk tartozo sajdtér-
tékek. |

Nem minden mdtrixz diagonalizdlhaté! Nincs a diagonalizalhatosagra konnyen ellendrizhets sziikséges
és elegendd feltétel.

Ha azn x n-es A mdtriznak n kilonbozd sajdtértéke van, akkor A diagonalizdlhatd. Ez elegendd, de
nem sziikséges feltétel.

e &[szimmetrikus, ortogonalis matrixok] Egy n x n-es A matrixot szimmetrikusnak neveziink, ha
AT = A, ortogondlisnak neveziink, ha ATA = E.
O

Egy matrix akkor és csakis akkor szimmetrikus, ha elemei a fgatlora nézve szimmetrikusak.

e &fortogonalis vektorok| Két (R"-beli) vektort akkor mondunk ortogondlisnak, ha bels6 szorzatuk
zérus. g

e &fortonormalt bazis] Az R™ tér egy bazisat ortonormdlt bdzisnak nevezziik, ha vektorai paronként
ortogonélis egységvektorok. O
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Azaz a by, ..., b, bazis akkor és csakis akkor ortonormélt ha
| 1Thai=yj, o
<bz7b]>_{ Ohal#j, (Za]_lavn)

Tétel. Ha by,...,b, és by,...,bl, az R™ tér két ortonormdlt bdzisa, ¢ : R™ — R™ egy linedris
leképezésés Ay, = (aij), Al, = (a};) e leképezés mdtrivai a megfeleld bizisokra nézve, akkor a

AL =S5TA,S

transzformdcids képletben szerepld S mdtriz ortogondlis.
O

STETEL|[szimmetrikus métrixok sajatértékei és sajatvektorai] Legyen A egy n x n-es szimmetrikus
mdtriz, akkor
— A sajdatértékei mind valds szamok,
— A kiilonbozd sajdatértékeihez tartozo sajatvektorok ortogondlisak.
O

&TETEL[SZimmetrikus matrixok spektraltétele] Legyen A egy n x n-es szimmetrikus mdtriz, akkor
létezik olyan ortogondlis U mdtriz, amelyre

U™tAU = diag(\, ... A\n)

ahol A\1,..., \n az A sajdtértékei, az U mdtriz i-edik oszlopa pedig a A\;-hez tartozd sajdtértéke (i =
1,...,n).

e &|bilinearis, kvadratikus fiiggvény| Legyen A = (a;;) € M, xn, akkor
— a F(z,y) := (Az,y) (x,y € R") fiiggvényt bilinedris fiiggvénynek nevezziik,
— a Q(x) := (Ax,x) (x € R") fuggvényt kvadratikus fiigguénynek nevezziik.

Szokas (Ax,y)-t bilinedris formdnak, (Ax,x)-et kvadratikus formdnak nevezni.

Korabbi szamitasunkat felhasznalva kapjuk, hogy

Q(.’lﬁ) = Q(xh cee 7$n) = ZZaijximj,

i=1j=1
Mivel z;x; = z;z; igy feltehets, hogy A szimmetrikus mdtriz.

e &[pozitiv, negativ definit, indefinit kvadratikus fiiggvények] Azt mondtuk, hogy
— a @ : R" — R kvadratikus fiiggvény pozitiv definit, ha Q(z) > 0 minden x € R™, z # 0 esetén,
— a @ : R™ — R kvadratikus fliggvény negativ definit, ha Q(z) < 0 minden z € R™, x # 0 esetén,
— a @ : R™ — R kvadratikus fiiggvény indefinit, ha Q(x) felvesz pozitiv és negativ értékeket is.
O

Hogyan lehet eldonteni azt hogy @ : R™ — R pozitiv, negativ, vagy indefinit?

STETEL kritérium kvadratikus fiiggvény definitségére] A szimmetrikus A = (aij) € Myxn madtriz-
szal képezett

Q(x) := (Az,xz) (z €R")

kvadratikus fiigguény akkor és csakis akkor
— pozitiv definit, ha A dsszes sajdtértéke pozitiv,
— negativ definit, ha A dsszes sajdtértéke negativ,
— indefinit, ha A-nak van pozitiv és negativ sajdtértéke is.
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O

STETEL|kritérium kvadratikus fiiggvény definitségére| Legyen A = (aij) € Myxn szimmetrikus

mdtriz, és legyen Ay (k=1,...,n) az A mdtriz bal felsé k x k-s sarokmdtrizdnak determindnsa, azaz
a1 ap a1 @iz a3
Ay =ay, Ap= , Az =] axn ax a3 o Ap =1A]
a1 Aa22

azi1 azz2 ass
(Ak-k az A mdtriz sarokféminorjai), akkor
Q) = (Av,z) (v €R")
kvadratikus fiigguény akkor és csakis akkor
— pozitiv definit, ha A, >0 hak=1,...,n,
— negativ definit, ha (—1)*Ar >0 ha k =1,...,n.



