A FONTOSABB DEFINICIOK

A legfontosabb definiciékat & jeloli.

e [Descartes szorzat] Az A és B halmazok Descartes szorzatin az A és B
elemeib6l képezett Gsszes (a,b) a € A,b € B rendezett parok halmazat értjiik,
és e halmazt A x B-vel jeloljiik.

e [binér relacié] Az A és B halmazok A x B Descartes szorzatdanak egy R
részhalmazat az A és B kozotti (binér) reldcidnak nevezziik.

e [relaci6é] Ha A = B akkor egy A és B kozotti (binér) reldciét egyszeriien A-n
értelmezett reldcionak mondunk.

e [ekvivalencia reldcié] Az A halmazon értelmezett R reldcidt ekvivalencia
relacionak nevezzik, ha R
reflexiv, azaz barmely a € A esetén (a,a) € R,
szimmetrikus, azaz barmely a,b € A, (a,b) € R esetén (b,a) € R,
tranzitiv, azaz barmely a,b,c € A, (a,b) € R és (b,c) € R esetén (a,c) € R.

o [félig rendezés| Az A halmazon értelmezett R relaciot félig rendezésnek ne-
vezzik, ha R
reflexiv, azaz barmely a € A esetén (a,a) € R,
antiszimmetrikus, azaz barmely a,b € A, (a,b) € R és (b,a) € R esetén
a=Db,
tranzitiv, azaz barmely a,b,c € A, (a,b) € R és (b,c) € R esetén (a,c) € R.

e [rendezés] Az A halmazon értelmezett R félig rendezést rendezésnek nevezzik,
ha barmely a,b € A esetén (a,b) € R vagy (b,a) € R teljesiil.

o &|fiiggvény| Az A és B halmazok kozotti F' (binér) relaciét az A halmazon
definidlt B-beli értékl figgvénynek (vagy A-bdl B-be haté leképezésnek) ne-
vezziik, ha minden a € A elemhez pontosan egy olyan b € B létezik, melyre
(a,b) € F teljestil.

Az a € A-hoz egyértelmiien 1étez6 b € B elemet b = F(a)-val szokés jeldlni,
az F figgvény jelolésére pedig gyakran F' : A — B-t hasznaljuk.

Az A halmazt az F fiiggvény értelmezési tartomanyanak nevezziik, és szoktuk
Dp-fel is jelolni, mig az

Rrp:={b=F(a) : a€ A}
halmazt az F fiiggvény értékkészletének nevezziik.

e &[injektiv fliiggvény| Az F': A — B fiiggvényt injektivnek vagy kolcsonosen
egyértelmiinek) nevezziik, ha barmely a,b € A, a # b esetén F(a) # F(b).
Ezzel ekvivalens feltétel az, hogy barmely a,b € A, F(a) = F(b) esetén a = b.

o &[sziirjektiv fiiggvény| Az F' : A — B fliggvényt szirjektivnek nevezzik,
(vagy azt mondjuk, hogy F' a B halmazra képez le) ha Rp = B.

e &[bijektiv fiiggvény] Az F : A — B fiiggvényt bijektivnek nevezzik, ha
injektiv és sziirjektiv.



e [feliilrdl korlatos szamhalmaz] Az A C R halmazt felilrdl korldatosnak ne-
vezziik, ha van olyan K € R szam, hogy barmely a € A esetén a < K teljestil.
A K szamot az A halmaz egy fels6 korlatjanak mondjuk.

e [alulrél korldtos szamhalmaz] Az A C R halmazt alulrdl korldtosnak ne-
vezziik, ha van olyan k£ € R szam, hogy barmely a € A esetén k < a teljesil. A
k szamot az A halmaz egy also korlatjanak mondjuk.

e [korlatos szamhalmaz] Az A C R halmazt korldtosnak nevezziik, ha alulrdl
és feliilrdl is korlatos. (Ekkor van olyan &' € R szam, hogy barmely a € A
esetén |a| < k' teljesiil.)

e &[pontos alsé korlat] Az s € R szdmot az A C R halmaz pontos felsd
korldtjanak (vagy szuprémuménak) nevezziik, ha
(1) s az A halmaz egy felsé korlatja,
(2) A barmely s’ fels6 korldtja esetén s < s'.
Jelolés: s = sup A.

e &[pontos felsé korlat] Az i € R szamot az A C R halmaz pontos also
korldtjanak (vagy infimuménak) nevezziik, ha
(1) i az A halmaz egy alsé korlétja,
(2) A barmely ¢ alsé korlatja esetén @' < i.
Jelolés: ¢ = inf A.

e [kornyezet| Egy a € R™ pont € > 0 sugaru kornyezetén a
G(a,e):={ze€R" : d(z,a) =|r—al <e} CR"
halmazt értjik.

e [belsd, izolalt, stb. pontok] Legyen A C R" adott halmaz.

— & Az a € R” pontot az A halmaz belsd pontjinak nevezziik, a-nak van olyan
kornyezete, mely A-ban van (azaz van olyan € > 0 hogy G(z,¢) C A.)

— Az a € R™ pontot az A halmaz izoldlt pontjanak nevezzik, ha a € A és
a-nak van olyan kornyezete, melyben a-n kiviil nincs més A-bel pont (azaz
a € A és van olyan € > 0 hogy (G(z,¢) \ {a}) N A =10.)

— & Az a € R" pontot az A halmaz torldddsi pontjanak nevezziik, a barmely
kornyezetében van téle kiillonbozé A-beli pont (azaz barmely € > 0 esetén
Gz, )\ {a}) N AAD)

— Az a € R" pontot az A halmaz hatdrpontjanak nevezziik, a barmely kor-
nyezetében van A-beli és nem A-beli pont is (azaz barmely ¢ > 0 esetén
G(z,e)NA#Dés G(x,e)NA#(, ahol A az A halmaz komplementerét
jeloli.)

e & [nyilt halmaz| Egy (A C R™) halmazt nyiltnak neveziink, ha minden pontja
belsé pont.

e & [zart halmaz] Egy (A C R") halmazt zdrtnak neveziink, ha a komplemen-
tere nyilt.

e [sorozat] A természetes szdmok halmazan értelmezett (valds értékii) fiiggvé-
nyeket (valés) sorozatoknak nevezziik.
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e &[konvergencia, hatarérték] Az (a,) sorozatot konvergensnek nevezzik, ha
van olyan a € R szdm, hogy minden € > 0-hoz van olyan N(e) € R szam, hogy

la, —al <e ha n> N(e).

Az a szamot a sorozat hatdrértékének nevezziik, és jelolésére a = lim a,-t
n—odo

hasznaljuk.
Egy sorozatot divergensnek neveziink, ha nem konvergens.

e [végtelen sor]| Egy (a,) sorozat elemeit az Osszeadas jelével Osszekapcsolva
kapott

Zak =a1+as+ ...
k=1
(végtelen sok tagi) Osszeget (végtelen) sornak nevezziik.

o0
e &[sor konvergenciija, Osszege] A > ay sort konvergensnek nevezziik, ha
k=1
részletosszegeinek

Sp 1= Zak (n € N)
k=1

sorozata konvergens. A lim s, = s hatarértéket pedig a sor dsszegének ne-

n—oo

(0.9]
vezziik, és azt irjuk, hogy > ap = s.
k=1

e [abszolut, feltételes konvergencia] A > a; sort abszolit konvergensnek ne-
k=1

o0 o0

vezzilk, ha a > |ag| sor konvergens. A > ay sort feltételesen konvergensnek
k=1 k=1

nevezziik, ha a konvergens, de nem abszolit konvergens.

e [hatvanysor] Egy > aj(z — a)* alaki fiiggvénysort hatvanysornak neveziink.
k=0
o &[fiiggvény hatarértéke| Legyen f : D C R" — R és legyen g € D' (a D
halmaz torlédasi pontja). Azt mondjuk, hogy f-nek van (véges) hatdrértéke
az xo pontban, ha van olyan a € R szam, hogy minden € > 0-hoz van olyan
d(e) > 0, hogy

|f(z) —al <e ha 0<|x—ax <d(e)észeD

teljestl.
Az a € R szamot az f fliggvény xy pontbeli hatarértékének nevezziik, és
jelolésére az a = lim f(z) vagy f(x) — a (z — x0)-t hasznéljuk.
r—x0

e &|folytonossag] Az f: D C R" — R fiiggvényt értelmezési tartomanyédnak
x9 € D pontjaban folytonosnak nevezziik, ha barmely € > 0-hoz van olyan
d(e) > 0, hogy

|f(x) — f(zo)| <€ ha ||lx—ux0] <d(e) ésxe D

teljesiil.



e [fliggvények tulajdonsigai]

— Az f: D C R" — R fliggvényt alulrdl (felilrdl) korldatosnak nevezzik, ha
értékkészlete alulrdl (feliilrdl) korldtos.

— Az f: D C R — R figgvényt monoton névekvének (csokkendnek) ne-
vezzik D — n, ha barmely z; < zo,x1,79 € D esetén f(z1) < f(x2)
( flr1) > f(w).

— Ha barmely 1 < x9,21,29 € D esetén f(x1) < f(x2) ( f(x1) > f(x2))
teljestil, akkor az f : D C R — R fiiggvényt szigorian monoton novekvd
(csokkend) figgvénynek nevezziik.

— Azt mondjuk, hogy az f: D C R" — R fliggvénynek lokdlis (helyi) mazi-
muma (minimuma) van az xo € D pontban, ha van olyan € > 0 hogy

f(zo) > f(x) (f(xo) < f(x)) teljesiil minden x € G(xg,€) N D

esetén.
— Azt mondjuk, hogy az f : D C R" — R flggvénynek szigori lokdlis (helyi)
mazximuma (minimuma) van az o € D pontban, ha van olyan € > 0 hogy

f(zo) > f(x) (f(zo) < f(x)) minden x € G(xg,€) N D, x # xq

esetén.
— Azt mondjuk, hogy az f : D C R — R fiiggvénynek globdlis (abszolit)
maximuma (minimuma) van az o € D pontban, ha

flzo) > f(x) (f(xo) < f(x)) teljesiil minden z € D

esetén.
— Azt mondjuk, hogy az f : D C R — R fiiggvénynek szigoru globdlis
(abszolut) mazimuma (minimuma) van az xo € D pontban, ha

(xo) > f(x) (f(xo) < f(x)) teljesiil minden z € D, x # xq
esetén.

e [egyenletes folytonossig] Azt mondjuk, hogy az f: D C R" — R fliggvény
egyenletesen folytonos a D1 C D halmazon, ha barmely € > 0-hoz van olyan
(csak e-tdl fiiggd) d(e) > 0 amelyre

[f(z) = fy)l <e ha |z—y| <d(e)ész,ye D
teljesiil.

e [elemi fiiggvény]| Az f(z) = ¢ (z € R), (ahol ¢ € R tetszbleges konstans),
flz) =2 (z € R), f(z) =¢€" (x € R), f(x) =sinz (z € R) fiiggvényeket, és
ezekbdl a

— 4 alapmiivelet (6sszeadds, kivonds, szorzas, osztés),

— inverz és Osszetett fliggvény képzése,

— lesziikités egy intervallumra
operaciok véges sokszori alkalmazasaval keletkezo fliggvényeket elemi fiigguényeknek
nevezzik.



e [inverz fiiggvények]

Inx := az e® fliggvény inverze, In :]0, c0[— R,
a® = e*me (z € R) ahol a > 0,
log, x := az a® fiiggvény inverze, ahol 0 < a # 1, log, :]0, c0[— R,
arcsinz = a sin |[—§,§] x fiiggvény inverze, arcsin : [—1,1] — [—%, g] ,
arccosx = a cos|[ .« fliggvény inverze, arccos:[—1,1] — [0, 7],
arctanz 1= atan|_z =z fliggvény inverze, arctan : R —] — 7, 7],
arcctgxr = a ctgljo . fiiggvény inverze, arcctg : R —]0, 7|

e &[differencidlhatésig, derivalt] Az f : I — R (I C R egy nem elfajult
intervallum) fliggvényt az xo € I pontban differencidalhatonak nevezziik, ha

létezik a
o T = f)
z—z0 T — X
(véges) hatarérték. Ezt a hatarértéket az f fiiggvény xo-beli differencidlhdnyadosdnak

vagy derivdltjanak nevezzik, és f’(xq)-lal vagy d—(xo)—lal jeloljiik.
x

e [konvex és konkav fiiggvény| Az f : I — R fiiggvényt konvernek nevezziik
I-n, ha barmely x,y € I és barmely A\ € [0, 1] esetén

fQz+ (1= Ny) <Af(x) + (1= N f(y).
f konkdvnak nevezzik I-n, ha —f konvex I-n.

e [inflexids pont| Legyen f : I — R, és xq els6 pontja I-nek. zq-t az f fiiggvény
inflexids pontjanak nevezziik, ha van olyan ¢ > 0, hogy f konvex (vagy konkév)
|z — 0, xo[-on és konkav (vagy konvex) |zg, o + 0[-n.

e [bels6 szorzat] Az x = (x1,...,2,),y = (Y1,-.-,Yn) € R" vektorok skaldris
vagy belsd szorzatdn az (r,y) := x1y1 + -+ + TpY, szdmot nevezzik.

e &[totdlis differencidlhatésag] Az f : D C R™ — R fiiggvényt az zq € D
bels6 pontban (totdlisan) differencidlhatonak nevezzik, ha van olyan A =
(Ala s 7An)
€ R™ (konstans) vektor és € : D C R™ — R fliggvény, hogy

f(x) = f(xo) = (A,x — ) +e(x) z€D és lim o) =0

a—ao |z —xol|
teljestil.  Itt (A,z — x9) az A és x — o vektorok bels6 szorzata. Az A =

(Ay, ..., A,) vektort az f fliggvény x¢ pontbeli derivdltjanak nevezzik, és f'(xg)-
lal jeloljiik.



e &[iranymenti differencidlhatésag] Az f : D C R* — R fiiggvényt az
o € D belsé pontban az e (ahol e egy R"-beli egységvektor) irdny mentén
differencidlhatonak nevezzik, ha létezik a

lim f(xo+te) — f(x0)
t—0 t

(véges) hatarérték. E hatarértéket D, f(zo)-lal jeloljiik, és az f fiiggvény e
iranymenti derivdltjanak nevezzik az xy pontban.

e &[parcidlis differencidlhatésag] Az f fliggvénynekae = (0,...,0,1,0,...,0)
(= az i-edik tengely irdnydba mutaté egységvektor, az i-edik komponens 1, a
t6bbi 0) irdny menti derivaltjat az zo pontban a fiiggvény i-edik vdltozdja sze-
rinti parcidlis derivdltjanak nevezzilk az xy pontban. Jelolésére az

L wo), o)

Dif(xo), 0if(o),

szimbolumokat is hasznaljuk.

A LEGFONTOSABB TETELEK

Cantor-féle metszettétel. Zart halmazok jellemzése. Bolzano-Weierstrass tétel. Mo-
noton sorozat konvergenciaja. Miiveletek és konvergencia kapcsolata. Monotonités és
konvergencia kapcsolata, jeltartas, rendor tétel. Nevezetes sorozatok konvergencidja
és hatarértéke. Sor konvergencidjanak sziikséges feltétele. Leibniz tétel. Majorans,
hanyados és gyok kritérium. Hatvanysor konvergenciasugara. A hatarérték egyértel-
miisége, atviteli elv. Miiveletek, monotonitds és hatarérték kapcsolata, rendértétel.

Folytonos fliggvények Gsszegének szamszorosanak, szorzatanak, hdanyadosanak foly-
tonossaga, Osszetett fliggvény folytonossiga.

Folytonos fiiggvény jeltartésaga, korlatos zart intervallumon folytonos
fliggvény korlatos, felveszi a fiiggvényértékek sup, inf-jét (van maximum,
minimum), egyenletesen folytonos. Egy intervallumon folytonos fiiggvény
felvesz minden kozbens6 értéket, ha szigoriian monoton is, akkor injektiv,
és inverze is folytonos, szigorian monoton.

A derivalt geometriai, fizikai jelentése, differencidlhatésaghdl kovetkezik a folyto-
nossag. Differencialasi szabalyok, Osszeg, szorzat, tort, osszetett fiiggvény,
inverz figgvény differencialhatésaga, differencialhatésag és linearis appro-
ximalhatosag ekvivalenciaja.

Az e” sinz,cosx,lnz, tgx, ctgx, a”, ¢, log, x, arcsinx, arccosz, arctgz, arcctgx
fuggvények differencialhatésaga és derivaltjaik.

Cauchy—féle kozépértéktétel, és kovetkezményei: Lagrange és Rolle tételei. A mono-
tonitas jellemzése derivaltakkal. A L’Hospital szabaly.

Differencialhaté konvex és konkav fiiggvények jellemzése.

Taylor tétele, a széls6érték sziikséges feltétele, a széls6érték elegendo felté-
tele.

Schwarz egyenl6tlenség, a norma tulajdonsagai, vektorértékii sorozat kon-
vergenciajanak jellemzése a komponensek segitségével.
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Irdnymenti derivalt kiszamitdsa ha a fliggvény (totélisan) differencialhaté, (totélisan)
differencialhat6sag és folytonossag kapcesolata, (totédlisan) differencidlhatdsag és parci-
alis differencialhatésag kapcsolata.

A vegyes parcialis derivaltak fiiggetlensége a differencidlas sorrendjétél.

A szélsoérték sziikséges feltétele, a széls6érték elegendo feltétele. tobb
valtozés fiiggvényeknél.

Sziikséges feltétel a feltételes szélséértékre, Lagrange multiplikatorok maddszere.

A LEGFONTOSABB FELADATTIPUSOK

Miiveletek komplex szamokkal. Sorozatok monotonitasanak, korlatossaganak vizs-
galata, hatarértékének meghatarozasa.

Hatarértékek kiszamitasa. Filiggvények abrazolasa. Differencidlas, fliggvényvizsga-
lat: monotonitas, konvexitas, szélséérték, hatarérték a végtelenben. Parcialis derivalas,
tobbvéltozos szélstértékszamitas.



