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Felévkozi kotelezo hazi feladatok beadasi hatarideje:
@ 1. hazi feladat beadasa a marcius 21-25 héten

@ 2. hazi feladat beadasa a majus 16-20 héten

Ezek teljesitése, valamint a gyakorlatokon valo aktiv részvétel
(legfeljebb 3 hianyzas) sziikséges az alairashoz! A hazi feladatot a
gyakorlatvezetdnek kell beadni, a hazi feladat poétlasarol a beadasi
hataridotol vald eltérésrol (egyéni indokbdl) a gyakorlatvezetd dont. A
gyakorlatvezet6 szuroprébaszeriien ellendrzi, hogy a hallgato érti-e a
beadott hazi feladatok megoldasat.
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Félévkozi (valaszthatd) vizsgadolgozatok:
@ 1. dolgozat 2011. marcius 29, 10-12 (az anyag elso felébdl)
@ 2. dolgozat 2011. majus 30, 10-12 (az anyag masodik felébdl)

Ha valaki az els6 dolgozatot megirja, de a masodikat nem, akkor nem
jelent meg bejegyzést kap (az A vizsgara). A vizsgajegyet a dolgozat
pontszama alapjan szamoljuk ki: 0-49% elégtelen, 50-59% elégséges,
60-69% kozepes, 70-79% j6, 80-100% jeles, feltéve, hogy az
elméleti kérdésekbol legalabb 50%-o0s az eredmény(az A vizsganal
a két dolgozat 6sszeredményébdl ugyanigy szamoljuk a jegyet).

A vizsgaidoszakban irasbeli vizsgan értékeljik a hallgatok
felkészlltségét. A vizsga kb. 30% elméleti kérdést (féleg definicidkat
és tételeket) és 70% feladatmegoldast tartalmaz. A vizsgajegyet
ugyanAsgy szamoljuk ki, mint a félévkézi dolgozatoknal.
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Kotelez06 irodalom:

[3 LosoNczi LAszLO
Elbadaskdvetb jegyzet és feladatok
http://www.math.klte.hu/ " losi/huindex.htm

[ LosONcCzI LASzLO ES PAP GYULA
Elbadaskoveto foliak
http://www.math.klte.hu/ " losi/huindex.htm
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Ajanlott irodalom:

¥ KNUT SYDSAETER és PETER HAMMOND
Matematika kézgazdaszoknak
Aula, 1998.

¥® DENKINGER GEZA
Analizis: gyakorlatok
Nemzeti Tankdnyvkiado, 1999.

¥® DENKINGER GEZA
Valdszinliségszamitas
Tankoényvkiado, 1982.

¥ HATVANI LASZLO
Kalkulus k6zgazdaszoknak
Polygon, Szeged, 2007.
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Ajanlott irodalom:

¥ KOVACS ZOLTAN

Feladatgydijtemény linearis algebra gyakorlatokhoz
Kossuth Egyetemi Kiadd, 2005.

¥ GASPAR LAszLO
Linearis algebra példatar
Tankonyvkiado, 1971.

¥ DENKINGER GEZA
Valoszinliségszamitas példatar
Tankényvkiado, 1971.

¥ KozMA LAszLO
Matematikai alapok
Studium Kiado, 1999.

Losonczi Laszl6, Pap Gyula (DE) Gazdasagi matematika II. 20010/11 tanéy, Il. félév 6/187



9. AZ R VEKTORTER
9.1 Az R¥ vektortér fogalma

Az RK vektortér
RX = {(x1,X,...,Xc) : X, c Rminden i =1,2,... k esetén}.
@ Az x = (Xy,Xo,...,Xx) € RK sorozatok a tér pontjai.
@ Az Xy, Xo,...,Xx Szamok az x = (xy, X2, ..., Xc) pont koordinatai.
o R pontjait vektorokként is felfoghatjuk

(koordinatarendszer felvétele utan az egyes pontoknak a
kezddpontbdl hozzajuk vezetd iranyitott szakaszt feleltetjiik meg)

v
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9. AZ R VEKTORTER
9.1 Az R¥ vektortér fogalma

Osszeadas RX-ban

Az x = (x1,Xa,...,Xx) ERK és y = (y1,Y2,...,¥x) € RX vektorok
Osszege

X+ Y= (X1 + Y1, X+ Vo, ..., Xe + Vi)

Skalarral valo szorzas R*-ban

Az x = (xq,Xs,...,Xc) € RX vektor \ € R skalarral valo szorzata
AX = (AX1, AXo, ...y AXk)-
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9. AZ R VEKTORTER

9.1 Az R¥ vektortér fogalma

Az 6sszeadas és a skalarral valé szorzas tulajdonsagai

@ Barmely x,y,z c Rk eseténa 0= (0,0,...,0) zérusvektorral
és —x :=(—1)x ellentett vektorral

X+((y+2)=(x+y)+z

X+y=y+X,
X+0=x,
x+(—x)=0.

@ Barmely x,y € RK ésbarmely \,u,1 € R esetén
AX+Yy) =+ Ay,
(A4 )X = Ax + px,

(Ap)x = A(px),
1x = x.
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9. AZ RK VEKTORTER
9.2 Vektorok linearis fliggetlensége, bazis

Linearis kombinacié
Az ay,ap,...,an € R¥ vektorok A, \s,...,A\n € R egyitthatokkal
képezett linearis kombinaciojan a

fopn AMar + Xod@ + -+ Andn
vektort értjuk.

Linearis fliggetlenség, fliggdség

Az ay,...,a, € R¥ vektorrendszert linearisan fiiggetlennek
nevezzik, ha
MA@ +Xpa@ + -+ Mpan=0

csak A\ = )Xo =--- =), =0 esetén all fenn.

Egy vektorrendszert linearisan fliiggonek neveziink, ha nem
linearisan fliggetlen.
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9. AZ R VEKTORTER

9.2 Vektorok linearis fliggetlensége, bazis

Ha ai,...,an linearisan fliggb, akkor léteznek olyan
M, Ao, ..., Ap € R egylitthatok, melyek nem mind zérusok, és
Aar + Aoas+ -+ \pap = 0.
Ezértvanolyan ¢ € {1,2,...,n} index, hogy \¢#0, igy osztva \;-lel
. )\1 )\g,1 )\g >\n

a = Y a Y 0—1 Y ae+1 Y an,
azaz az a, vektor kifejezhet6 a tobbi vektor linearis
kombinaciojaként.

Linearis figgetlenség

Az aj,...,an € RK vektorrendszer akkor és csakis akkor linedrisan
fliggetlen, ha
b= X\ay+--+ \napn, b=Xaj+--+ Nan

csak M\ =N, ..., A\p = )\, esetén teljesdil.
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9. AZ R VEKTORTER

9.2 Vektorok linearis fliggetlensége, bazis

Az R¥ vektortér k dimenzios abban az értelemben, hogy van
RX-ban k darab linedrisan fiiggetlen vektor, de barhogyan is
valasztunk k + 1 darab vektort RX-bdl, azok linearisan fligg6k.

Bazis

|

Az RX vektortér barmely k szamu lineérisan fiiggetlen bs,. .., bk
vektorat a tér bazisanak nevezzik.

Koordinatak

|

Ha by,..., by az Rk vektortér egy bazisa, akkor a tér minden v
vektora egyértelmiien irhato

V= fB1b1 + f2bo + - - - + By
alakban. Az itt szereplb (31, B, ..., Bk Skalarokata v vektor
by, ..., by bazisara vonatkozo koordinatainak nevezziik.
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9. AZ R VEKTORTER

9.2 Vektorok linearis fliggetlensége, bazis

Példa. Az

e;=(1,0,...,0), e =(0,1,...,0), ... ex=(0,0,...,1)cRK

vektorok az RX tér egy bazisat alkotjak, melyet természetes
bazisnak neveziink.

Hav=(vi,vz,..., v) € R¥, akkor
V= (V1,V2,...,Vk) = Vi€1 + Va2 + - - + Vx&,

igy v koordinatai azonosak v-nek a természetes bazisra vonatkozo
koordinataival.
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9. AZ R VEKTORTER
9.3 Altér és rang

Altér

Az RX vektortér alterén R* olyan L részhalmazat értjiik, mely nem
Ures és zart az 6sszeadasra és a skalarral valé szorzasra nézve, azaz
abel és AR esetén a+be L és lac L teljesul

|

Vektorrendszer altal generalt altér

Egy ai,ao,...,an vektorrendszert tartalmazo legsziikebb alteret a
vektorrendszer altal generalt/kifeszitett altérnek nevezzik.
Jeldlés: L(ay,ap,...,an).

N

L(a1,a,...,an) ={a1@ + -+ apan: ay,...,an € R},

azaz egy vektorrendszer altal generalt altér azonos a vektorrendszer
vektoraibdl képezhetb dsszes linearis kombinaciok halmazaval.

Losonczi Laszl6, Pap Gyula (DE) Gazdasagi matematika II. 20010/11 tanéy, Il. félév 14/187



9. AZ R VEKTORTER
9.3 Altér és rang

Altér dimenzidja
Egy L altér dimenzidja r, havan L-ben r darab linearisan

flggetlen vektor, de akarhogyan valasztunk r+ 1 darab vektort L-bdl,
azok linearisan figgoek.

Vektorrendszer rangja

|

Egy a;,ao,...,a, vektorrendszer rangjanak az altala generalt
L(a1,ap,...,an) altér dimenzidjat nevezziik.

Vektorrendszer rangja

|

Az ai,a0,...,an vektorrendszer rangja megegyezik e rendszerbdl
kivalaszthato maximalis szamu, linearisan fliggetlen vektorok
szamaval.

.
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9. AZ R VEKTORTER

9.3 Altér és rang

Vektorrendszer altal generalt altér

Az ay,a»,...,a, vektorrendszer altal generalt altér nem valtozik meg
(és igy a vektorrendszer rangja sem valtozik), ha

@ megvaltoztatjuk a vektorok sorrendjét,
@ vagy valamelyik vektort egy \ # 0 skalarral megszorozzuk,
@ vagy valamelyik vektorahoz egy masik vektorat hozzaadjuk.
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10. DETERMINANSOK
10.1 Matrix fogalma, miveletek matrixokkal

k x ntipusu (valés) matrix

Ha k- n darab (valés) szamot, az {a;:i=1,2,....k; j=1,2,...,n}
szamokat, k sorban és n oszlopban helyeziink el az alabbi médon:

a2 - ain
a1 a2 -+ dop
A= . N I
a1 k2 - @kn

akkor egy k x n tipusu (valos) matrixot definialtunk. Az sszes

k x n tipust matrixok halmazat R¥*" jeldli. A tipus megadasanal
mindig a sorok szama az els6 adat!

v

a; az A matrix i-edik soranak j-edik eleme, vagy az A matrix (/, j)-edik
eleme. Hasznaljuk az A = (a;) € RK*" tdmor jeldlést is, ha ez nem
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10. DETERMINANSOK

10.1 Matrix fogalma, miveletek matrixokkal

Az A= (aj) € R*" matrix i-edik sorvektora/sormatrixa és j-edik

oszlopvektora/oszlopmatrixa a)

aoj
si=(an a -+ an), 0j = 7

ayj
Specialis matrixok
@ Az A matrix négyzetes vagy kvadratikus, ha n sora és n oszlopa
van, azaz A € R™". Diagondlisa (f6atléja) : {ay1, ao, - - ., am}-
@ n-edrendil egységmatrix: az az n-edrendli E = E, € R™"

kvadratikus matrix, melynek féatldéjaban csupa 1 all, azon kivdil
pedig csupa 0 all.

@ k x n tipusu zérusmatrix: aza k x n tipusi O = Oy, € RF*7?
matrix, melynek minden eleme O.
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10. DETERMINANSOK
10.1 Matrix fogalma, miveletek matrixokkal

Matrix transzponaltja

Az A= (aj) € R**" matrix transzponaltjan az
AT = (aj,-) S RnXk

matrixot értjik (a matrix sorait és oszlopait megcserélve kapjuk a
matrix transzponaltjat).

Azonos tipusu matrixok 6sszeadasa és szammal valé szorzasa

Legyenek A= (a;), B = (bj) € R**" azonos tipusti matrixok és
legyen X € R. Ekkoraz A+ B € Rk*" gs \A € RF*" matrixok
definicidja:

A+ B:= (g +bjy) € R A= (\gj) € RF".
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10. DETERMINANSOK

10.1 Matrix fogalma, miveletek matrixokkal

Az 6sszeadas, szammal val6 szorzas és transzponalas
tulajdonsagai

Az dsszes k x n tipusu valés matrixok RK*" halmazéban az

0sszeadas és a szammal valo szorzas ugyanolyan tulajdonsagokkal
rendelkezik, mint az R’ vektortérben.

Tovabbd barmely A,B e RK*" )\ e R esetén
(A+B)T=AT+BT, (MA)T =)AT.
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10. DETERMINANSOK

10.1 Matrix fogalma, miveletek matrixokkal

Két matrix szorzata csak akkor értelmezett, ha az els6 matrixnak
annyi oszlopa van, mint ahany sora van a masodik matrixnak.

Matrixok szorzata

A= (aj) € Rk*" és B = (b;) € R™™ matrixok C = AB szorzatan
azta C = (cj) € R**™ matrixot értjiik, melyre

n
Cj = Z a,-sbsj = aj b1j aF a,'gbgj T eccSF a,-,,bnj
s=1

ha i=1,2,...k;j=1,2,...,m.

Ezt a szorzast roviden "sor-oszlop kombinacionak” mondjuk, mert a
szorzatmatrix c; eleme éppenaz A matrix j-edik sorvektoranak és a
B matrix j-edik oszlopvektoranak a belsd szorzata R"-ben.
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10. DETERMINANSOK
10.1 Matrix fogalma, miveletek matrixokkal

Matrixok szorzasanak tulajdonsagai

A(BC) = (AB)C,
(A+ B)C = AC + BC,
A(B+ C) = AB+ AC,
(AB)T =BTAT,
AO = 0OA= 0,

ahol A, B, C, O olyan matrixok, melyekre a felirt miiveleteknek van
értelme. Kvadratikus A matrixokra

AE=EA=A

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz altalaban AB # BA.
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10. DETERMINANSOK
10.1 Matrix fogalma, miveletek matrixokkal

Kvadratikus matrix inverze

Egy A kvadratikus matrixot invertalhatonak neveziink, ha van olyan
B (kvadratikus) matrix, melyre

AB=BA=E
teljesiil. Ezt a B matrixot A inverzének nevezziik és A~ '-gyel jeldljik.

Ha A invertalhato, akkor csak egy inverze van. Ugyanis, ha B’ is A
inverze volna, akkor AB' = B'A = E miatt

B=BE =B(AB)=(BA)B =EB =B azaz B=8.
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10. DETERMINANSOK
10.2 Determinans fogalma, alaptulajdonagai

Permutaciok

Az {1,2,...,n} szamokegy a = (ay,az,...,an) elrendezését ezen
elemek egy permutaciojanak nevezzik.

Az {1,2,...,n} szamok &sszes permutacidinak halmazat S, jeldli.
Egy a=(ay,a2,...,0j,...,0qj,...,an) € Sy permutacidban a («o;, o))
par inverzidban all, ha /i <j és a; > o;.

Egy « permutacio inverzidinak szamat (az inverzidban allé parok
szamat) I(a) jeldli.

Az {1,2,...,n} szamok &sszes permutécidinak szama n!.
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10. DETERMINANSOK
10.2 Determinans fogalma, alaptulajdonagai

Determinans definicidja

Egy n-edrendli kvadratikus A matrix determinansan az

A=Y (1) @ayg, @z, - - ana,

a€ESy
szamot értjik, ahol az 6sszegezés kiterjed az 1, 2,..., n szamok
osszes a = (aq, ag, ..., apn) permutaciojara, és I(«) az o permutaciod
inverzidinak szama. )
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10. DETERMINANSOK
10.2 Determinans fogalma, alaptulajdonagai

Masod és harmadrend( determinansok kiszamitasa a definicid
alapjan

a1 are

= a11do2 — a124d21
a1 ax ’

air a2 a3
az1 dg2 azz| =
ds1 ds2 ass

811822833 + 812823431 + a13a214832
—a43802d831 — a118234a32 — d12a214d33.
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10. DETERMINANSOK

10.2 Determinans fogalma, alaptulajdonagai

A determinans alaptulajdonsagai

@ Barmely A kvadratikus matrixra teljestil det(A") = det(A).

@ Ha egy sor minden elemét c-vel szorozzuk, akkor a determinans
értéke c-szeresére valtozik.

© Ha két sort felcseréliink, akkor a determinans eléjelet valt.
©Q Ha két sor megegyezik, akkor a determinans értéke nulla.

@ A determinans értéke nem valtozik, ha egy soranak elemeihez
egy masik sor megfelelé elemeinek c-szeresét hozzaadjuk.

Q@ Ha egy sor minden eleme két tag 6sszegére bomlik, akkor a
determinans felirhato két olyan determinans dsszegeként, melyek
megfelelé soraiban éppen az egyes 6sszeadandok allnak.

@ Ha egy sorban csupa 0 all, akkor a determinans értéke nulla.
Q Az egységmatrixok determinansa 1.
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10. DETERMINANSOK
10.3 Kifejtési tétel, szorzastétel

Adjungalt aldeterminans

Egy n-edrendii kvadratikus A = (a;) matrixbdl, elhagyva az a; elem
sorat és oszlopat, és a visszamarado6 n — 1-edrend{ kvadratikus matrix
determinansat (—1)*/-vel megszorozva kapott szamot az A matrix aj
eleméhez tartozo adjungalt aldeterminansnak nevezzik, és Aj-vel
jeloljik.

Kifejtési tétel
Barmely n-edrend(i kvadratikus A matrix esetén

" C
Y ajApj = { V:)\ Ei:.# ;., (i,i" =1,...,n, ez a sor szerinti kifejtes
j=1

- L
Y ajAj = { V:)‘ E:j. ;j, (J,f/ =1,...,n,ez az oszlop szerinti Kife
i=1

v
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10. DETERMINANSOK
10.3 Kifejtési tétel, szorzastétel

Determinansok szorzastétele

Ha A, B e R™" azonos rend(i kvadratikus matrixok, akkor

|AB| = |A[|B].

v

Inverz matrix eloallitasa

Egy (kvadratikus) matrix akkor és csakis akkor invertalhato, ha

determinansa nem nulla. Egy A = (aj) € R™" n-edrend(i

invertalhatd kvadratikus matrix A~ = (bj) € R™" inverzének elemei
_ A

bj= g (hi=12....n)

ahol A;; a j-edik sor /-edik eleméhez tartozé adjungalt aldeterminans.

v
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10. DETERMINANSOK
10.4 Matrix rangja, rangszamtétel

Matrix rangja

Egy A matrix rang(A) rangjan oszlopvektorainak rangjat értjik
(ami a maximalis lineérisan fliggetlen oszlopvektorok szama).

A zérusmatrixok rangja nulla.

Aldeterminans

Legyen Ac RK*" egy k x n tipusd métrix, és 1 < ¢ < min{k, n}.
Az A egy /-edrendii aldeterminansat Ugy kapjuk, hogy kivalasztjuk
a matrix ¢ darab sorat és ¢ darab oszlopat, és képezzik az ezek
metszetében 1évo elemekbdl alkotott /-edrendli determinanst.

Rangszamtétel

|

Barmely (nemzérus) matrix rangja megegyezik a maximalis rend(i
nullatol kiilbnb6z6 aldeterminansainak rendjével.
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10. DETERMINANSOK

10.4 Matrix rangja, rangszamtétel

Egy matrix sorvektorainak rangja egyenlé az oszlopvektorainak
rangjaval. Egy (kvadratikus) matrix akkor €s csakis akkor invertalhato,

ha a matrix oszlopvektorai (vagy sorvektorai) linearisan fliiggetlenek.
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11. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

11.1 Linearis egyenletrendszer fogalma, Gauss-eliminacio

Linearis egyenletrendszernek nevezziik az
an Xy +anXe+ -+ ainXn= b
a1 X1+ apXo+ -+ axpXxp=bo

a1 X1 + @k2 X2 + - -+ + akn Xn = by

egyenletrendszert, ahol a;, b; (i=1,...,k; j=1,...,n) adott valés
szamok, x; (i=1,...,n) ismeretlen valés szamok.

Az a; szamokat a rendszer egyiitthatoinak nevezzik, b; az i-edik
egyenlet szabad tagja.

Az egyenletrendszert homogénnek nevezziik, ha by =--- = b, =0,
ellenkez6 esetben inhomogénnek mondjuk.

Az egyenletrendszert szabalyosnak nevezzik, ha k = n, azaz ha az
egyenletek és ismeretlenek szama egyenlo.
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11. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

11.1 Linearis egyenletrendszer fogalma, Gauss-eliminacio

Todmoren:
Ax = b,
ahol
a1 a2 - aip
dk1 dk2 - @kn
X1 b1
X = X_2 e R™1, b:= b_2 SHREAN
% b
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11. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

11.1 Linearis egyenletrendszer fogalma, Gauss-eliminacio

Alapveto kérdések:

@ Van-e az egyenletrendszernek megoldasa, és ha igen, akkor
egyértelmi-e?
@ Hogyan hatarozhatjuk meg az 6sszes megoldast?

Egy (linearis) egyenletrendszer
@ megoldhatd, ha van megoldasa;
@ ellentmondasos, ha nincs megoldasa;
@ hatarozott, ha pontosan egy megoldas létezik;
@ hatarozatlan, ha tébb megoldas van.
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11. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK
11.1 Linearis egyenletrendszer fogalma, Gauss-eliminacio

Ekvivalens atalakitasok

Két egyenletrendszert ekvivalensnek neveziink, ha megoldasaik
halmaza egyenl®.

|

Ekvivalens atalakitasok

Linearis egyenletrendszerek esetén az alabbi atalakitasok ekvivalens
rendszereket eredményeznek:

@ az egyenletek sorrendjének megvaltoztatasa;

@ az egyenletekben szereplé tagok sorrendjének megvaltoztatasa;

@ arendszer barmelyik egyenletének szorzasa (minden tag
szorzasa) egy nemzeérus szammal;

@ arendszer barmelyik egyenletének hozzaadasa egy masik
egyenletéhez.

N
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11. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

11.1 Linearis egyenletrendszer fogalma, Gauss-eliminacio

Trapéz alaku linearis egyenletrendszer

Az egyenletrendszert akkor nevezziik trapéz alakunak, ha van olyan
re{1,...,n} szam, hogy

@ a1 #0, ax #0,...,ar #0,
@ 3;=0,hai=12,...,r ésj<i,
@ 3;=0, hai>rés j=12...,n
Ha r = n, akkor a rendszert haromszogalakunak nevezzik.
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11. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK
11.1 Linearis egyenletrendszer fogalma, Gauss-eliminacio

Gauss-eliminacio
Az ismeretlenek szukcessziv (fokozatos) kikliszobdlésével az
egyenletrendszert trapéz alakra hozzuk a kdvetkez6 l1épésekkel:

@ Tegylk fel, hogy ai1 # 0. Az elsd egyenlet —%-szeresét az
i-edik egyenlethez hozzaadva i =2,3,...,k esetén, az x;
ismeretlen eltlinik a masodik, harmadik, ... k-adik egyenletbdl.
Ha ay1 = 0, akkor az els6 egyenletben kereslink egy ismeretlent,
melynek egyutthatoja # 0, és ez veszi at x; szerepét.

@ Ezutan a masodik egyenlet alkalmas konstanszorosainak a
harmadik ... k-adik egyenlethez valé hozzadasaval kiklisz6boljik
a harmadik ismeretlent a negyedik, ... k-adik egyenletbdl.

@ Az eljarast hasonléan folytatjuk, mig van mit kikiisz6bdIni.

Losonczi Laszl6, Pap Gyula (DE) Gazdasagi matematika II. 20010/11 tanéy, Il. félév 37/187



11. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK
11.1 Linearis egyenletrendszer fogalma, Gauss-eliminacio

Trapéz alaku linearis egyenletrendszer megoldhatésaga

Egy trapéz alaku egyenletrendszernek
@ akkor és csakis akkor van megoldasa, ha a trapéz alakban az
r + 1-edik egyenlettél kezdve a szabad tagok mind nullak;
@ megoldhatd esetben akkor és csakis akkor van pontosan egy
megoldasa, ha r = n, azaz ha a rendszer haromszégalaku;
@ akkor és csakis akkor van tébb megoldasa, ha r < n; ebben az

esetben végtelen sok megoldasa van, és a megoldasok egy n—r
parameéteres sereget alkotnak.

v
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11. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK
11.2 Linearis egyenletrendszerek megoldhatésaga

Linearis egyenletrendszer megoldhatésaga

Az Ax = b (A€ R x e R™1, b e R**") inhomogén linedris
egyenletrendszernek akkor és csakis akkor van megoldasa, ha a

rang A = rang (A | b)

rangfeltétel teljeslil, ahol A a rendszer egylitthatomatrixa, (A|b)
pedig a bbvitett matrix, melyet az A matrixbol ugy kapunk, hogy az A
matrixhoz n + 1-edik oszlopként hozzairjuk a szabad tagok b
oszlopvektorat.
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11. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

11.2 Linearis egyenletrendszerek megoldhatésaga

Homogén rendszer esetén (amikor by = --- = b, = 0), mindig van
megoldas: az x; = xo = --- = x, = 0 trivialis megoldas.

Az Ax =0 (A € R**" x € R™1) homogén lineéris

egyenletrendszernek akkor és csakis akkor van trivialistol kiilonb6zé

megoldasa, ha
rang A < n,

azaz ha a rendszer A matrixanak rangja kisebb mint az ismeretlenek
szama. Ha ez teljesil, akkor a homogeén rendszer 6sszes megoldasai

R"-nek egy
n —rang A

dimenzios alterét alkotjak.

Homogén rendszer nemtrivialis megoldasanak Iétezése
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11. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK
11.2 Linearis egyenletrendszerek megoldhatésaga

Linearis egyenletrendszer megoldashalmazanak szerkezete
Az

Ax=b (AeRF" xecR™ peR)
inhomogén linearis egyenletrendszer barmely x megoldasa
x=x"+x"
alakba irhatd, ahol x’ az inhomogén egyenlet egy rogzitett
(partikularis) megoldasa, x" pedig a megfelelé
Ax =0

homogeén egyenletrendszer egy tetszbleges megoldasa.
lgy a megoldasok halmaza a homogén egyenletrendszer
megoldasalterének az x’' vektorral valo eltoltja.
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11. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK
11.3 Cramer-szabaly linearis egyenletrendszerek megoldasara

Cramer-szabaly

Legyen A egy n-edrendl kvadratikus matrix. Az
Ax=b (AecR™" xecR™! pecR™

(szabalyos) linearis egyenletrendszernek akkor és csakis akkor van
pontosan egy megoldasa, ha

|A] # 0.
Ha ez teljeslil, akkor a rendszer egyetlen megoldasa
Al ,
= — =1,2,...
X[ ’A’ (I » &= 7n)7

ahol A; az a matrix, melyet az A matrixbdl gy kapunk, hogy annak
i-edik oszlopat a szabad tagok b (oszlop)vektorara cseréljiik ki.
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11. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

11.3 Cramer-szabaly linearis egyenletrendszerek megoldasara

Szabéalyos homogén linearis egyenletrendszer nemtrivialis
megoldasanak létezése

Legyen A egy n-edrendi kvadratikus matrix. Az
Ax=0 (AcR™" xeR™)

(szabalyos) homogén linearis egyenletrendszernek akkor és csakis
akkor van nemtrivialis megoldasa, ha

Al = 0.
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
12.1 Linearis leképezés és matrixa

Linearis leképezés/operator/transzformacio

A ¢ :R" —» R" leképezést linearis leképezésnek nevezziik, ha
barmely x,y € R" ésbarmely )\ € R esetén

e(x+y)=p(x)+o(y) (azaz ¢ additiv),
w(AX) = Ap(x) (azaz ¢ homogén).
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
12.1 Linearis leképezés és matrixa

Linearis leképezés megadasa matrix segitségével

Ha ¢ :R" — R" linearis leképezés, by, ..., b, az R" egy bazisa, és
A, = (aj) € R™" az a matrix, melyre

n
o(b) = ajb;  minden j=1,...,n esetén,
i=1

n n
akkor minden x = 3~ x;bj € R" esetén ¢(x) =y =) y;bi, ahol
j=1 i=1

n
yi = E ajx; minden i=1,..., n esetén.
j=1

Bizonyitas:

o) =S xelb) =S x> ah =S (Z a,-,-x,-> b
J=1 1

j=1 =1 i=1 N j=
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK

12.1 Linearis leképezés és matrixa

Y1 ayy a2 - an Xq
Y2 az1 dg2 -+ dop Xo

. - . . . 3
Yn am ap2 --- ann Xn

azaz matrixos forméaban:
o(x) =y =Ayx.
Linearis leképezés matrixa

Azt mondjuk, hogy az A, (n-edrendii kvadratikus) matrix a ¢
linearis leképezés matrixaa by, ..., b, bazisban.

Régzitett bazis esetén a ¢ — A, hozzarendelés kélcsénésen
egyértelmiia ¢ : R" — R" linearis leképezések és az A, € R"™"
matrixok k6zott.
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
12.1 Linearis leképezés és matrixa

Linearis leképezések 6sszege, szamszorosa és kompozicioja
(e +¥)(x) == p(x) +¥(x) (x €R"),
(Ap)(x) := Ap(x) (AeR, xeR"),
(p o ¥)(x) == e(¥(x)) (x €RT).

A ¢ — A, hozzarendelés tulajdonsagai

Régzitett bazis és tetszbleges o, : R" — R" linearis leképezések
esetén
Aoty = Ap + Ay,

Av, = Mg,
Aoy = AsAy.

Tovabba ¢ : R" — R" akkor és csakis akkor kdlcséndsen egyértelm,
ha A, invertalhato.
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
12.1 Linearis leképezés és matrixa

Linearis leképezés matrixa kiilénb6z6 bazisokban
Legyen by,...,b, és b,...,b, az R" tér ket bazisa, és

A, = (aj) € R™" ahol o(b))= Za,,b,,

A, = (d;) e R™", ahol (b)) = Z ajb
i=1
a ¢ :R"— R" linearis leképezés matrixai. Akkor van olyan S € R"™"
invertalhato matrix, hogy

A,=SA,S.
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
12.2 Sajatértékek és sajatvektorok

Kvadratikus matrix sajatértéke, sajatvektora

A X e R szamotaz A€ R"™" matrix sajatértékének nevezziik, ha
van olyan nullatol kiilbnb6zé x € R” vektor, melyre

AXx = \Xx

teljestl. Az x vektortaz A matrix \ sajatértékéhez tartozo
sajatvektoranak nevezziik.

Mas alakban:
as alakban (A— AE)x = 0.

Ennek a homogén linearis egyenletrendszernek akkor és csakis akkor
van nemtrivialis megoldasa, ha
det(A— AE) =0.

Ezt a determinanst kifejtve egy \-ban n-edfoku polinomot kapunk.
Ennek zérushelyei adjak A sajatértékeit.
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
12.3 Matrixok diagonalis alakra hozasa

Diagonalis matrix

Egy nx n-es D matrixot diagonalisnak neveziink, ha a f6atlon kivili
elemei mind zérusok. Jeldlés:

1 0 0

0 X 0
diag(M1,...,Ap) = )

0 O An

Kvadratikus matrix diagonalis alakra hozasa

Egy nx n-es A matrixot diagonalizalhatonak (diagonalis alakra
hozhatonak) neveziink, ha van olyan invertalhatd n x n-es S matrix
és egy D diagonalis matrix, melyekre

S 'AS=D.
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK

12.3 Matrixok diagonalis alakra hozasa

Ha A és S két nx n-es matrix és S invertalhato, akkoraz A és

S~1AS matrixok sajatértékei megegyeznek. J

Bizonyitas:

det(ST'AS — \E) =det (STTAS — ST(\E)S) = det (S"'(A— AE)S)
= det(S™") det(A — \E) det(S) = det(A — \E).

A diagonalizalhatdsag kritériuma

Egy nx n-es A matrix akkor és csakis akkor diagonalizalhato, ha van

n linearisan fliiggetlen sajatvektora, Xi,...,Xn. Ekkor
M 0 - 0
1 0 X --- 0
STAS =diag(\y,...,A\n) = | . . -,
0 0 - )\

ahol az S matrix oszlopvektorai rendre Xxi,...,Xp, @ A\,...,An
szamok pedig a hozzajuk tartozo sajatértékek.
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
12.4 Szimmetrikus és ortogonalis matrixok

Szimmetrikus és ortogonalis matrixok

Egy kvadratikus A matrixot szimmetrikusnak neveziink, ha AT = A,
illetve ortogonalisnak neveziink, ha ATA = E.

Ortogonalis/merdleges vektorok
Az x,y € R" vektorok akkor ortogonalisak, ha (x,y) =0.

Ortogonalis matrixok
Egy kvadratikus A matrix esetén a kbvetkezé allitasok ekvivalensek:
@ A ortogonalis;
@ A invertdlhatd, és A=' = AT ;
@ A sorvektorai egységvektorok és paronként ortogonalisak;
@ A oszlopvektorai egységvektorok és paronként ortogonalisak.
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
12.4 Szimmetrikus és ortogonalis matrixok

Szimmetrikus matrixok sajatértékei és sajatvektorai
Ha A egy kvadratikus szimmetrikus matrix, akkor
@ A sajatértékei mind valés szamok;
@ A Kiilénbdz6 sajatértékeihez tartozo sajatvektorok ortogonalisak.

v

Szimmetrikus matrixok spektraltétele

Ha A egy n x n-es szimmetrikus matrix, akkor létezik olyan
ortogonalis U matrix, amelyre

UTTAU = diag(\q,...,\n),

ahol \1,...,\n az A sajatértékei, az U matrix i-edik oszlopa pedig
a \j-hez tartozo sajatvektora (i =1,...,n).
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
12.5 Kvadratikus fliggvények

Bilinearis és kvadratikus fliggvények
Ha A=c R™", akkor
@ az F:R"xR" =R, F(x,y):=(Ax,y), (x,y € R") fuggvényt
bilinearis fliggvénynek/formanak nevezzik;
@ a Q:R"xR" R, Q(x):=(Ax,x), (x € R") fuggvényt
kvadratikus fliggvénynek/formanak nevezzik.
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK

12.5 Kvadratikus fliggvények
Tehatha x = (xq,...,Xn) € R", akkor

Q(x) = Q(xq,...,xn) = (Ax, X) ZZa,/x,x/,

i=1 j=1
igy feltehetd, hogy A szimmetrikus matrix. Ezért l1étezik olyan U
ortogonalis matrix, melyre

U AU = D = diag(\i, ... An),
ahol \,..., A\, az A sajatértékei. Innen
A=UDU'=UDUT,
ezért y = U"x jeldléssel

Q(x) = (Ax,x) =(UDU"x,x) = (DU x,U"x) = (Dy,y) = > _\iyF.

Ezta Q kvadratikus forma kanonikus alakjanak nevezzik.
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
12.5 Kvadratikus fliggvények

Kvadratikus fliggvény pozitiv/negativ definitsége
Egy szimmetrikus A € R™" matrixszal képezett
Q(x) := (Ax, x) (x eR")

kvadratikus flggvényt
@ pozitiv definitnek neveziink, ha Q(x) > 0 minden 0 # x € R"
mellett,
@ negativ definitnek neveziink, ha Q(x) < 0 minden 0 # x € R"
mellett,
@ indefinitnek neveziink, ha Q felvesz pozitiv és negativ értékeket
is.

v
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
12.5 Kvadratikus fliggvények

Kritérium kvadratikus fliggvény definitségére
Egy szimmetrikus A € R™" matrixszal képezett

Q(x) := (Ax, x) (x e R™)
kvadratikus fliggvény akkor és csakis akkor
@ pozitiv definit, ha A dsszes sajatértéke pozitiv,
@ negativ definit, ha A Osszes sajatérteke negativ,
@ indefinit, ha A-nak van pozitiv és negativ sajatértéke is.
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12. LINEARIS TRANSZFORMACIOK
12.5 Kvadratikus fliggvények

Kritérium kvadratikus fliggvény definitségére

Legyen A= (aj) € R™" szimmetrikus matrix, és legyen Ay
(k=1,...,n) az A matrix bal felsé k-adrend( sarokdeterminansa

(sarokféminora), azaz

ayr a2 a3

aj1 a
Aq:=aqy1, Ao:= 1 12 Az:=| a4 asn aos An::|A’,
do1 a2
d31 daz2 dss
akkor a
Q(x) := (Ax, x) (x eR")

kvadratikus flggvény akkor és csakis akkor

@ pozitiv definit, ha Ax >0 minden k=1,...,n esetén;

@ negativ definit, ha (—1)kAx >0 minden k =1,...,n esetén.

v
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.1 Metrika és topolégia R*-ban

Skalaris/bels6 szorzds RX-ban

Az x = (x1,Xa,...,Xx) ERK és y = (y1,V2,..., k) € RX vektorok
skalaris vagy belso szorzata

(X, ¥) = X1y1 + Xolo + -+ + XeYk-

A skalaris/bels6 szorzas tulajdonsagai

Barmely x,y,z € RK ésbarmely \ c R esetén
(x+y,2)=(x,2) +{y,2),

A y) = AX,y),
(x,y) = < X),
(x,x) > és (x,x) =0 akkor és csakis akkor, ha x = 0.

v
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.1 Metrika és topolégia R*-ban

Cauchy-Schwarz-egyenlbtlenség
Bérmely két x,y € R¥ vektor esetén |(x,y)| < /(x,x) \/{¥,¥).

Vektor hossza/normaja

Az x = (xy,X,...,Xxx) € Rk vektor hossza/normaja ||x| := \/(x, x)

v

A hossz/norma tulajdonsagai

Barmely x,y € RX és bdrmely )\ € R esetén
|x|| > 0, és ||x|| = 0 akkor és csakis akkor, ha x =0,
[[AX| = [A] {|]],
x4yl < lIxl + Nyl

\
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.1 Metrika és topolégia R*-ban

Pontok tavolsaga

Az x,y € R¥ pontok tavolsaga d(x,y) =[x — y|.

v

Pont (nyilt) kérnyezete

Egy a<RX pont ¢ > 0 sugaru (nyilt) kdrnyezetén a
K(a,e):={xeR¥:d(x,a) = ||x —a| < ¢}
halmazt értjik.

.

k =1 esetén K(a,e) az a pontra nézve szimmetrikus 2c
hosszusagu ]a— ¢, a+ ¢[ nyilt intervallum.

k =2 esetén K(a,e) az a= (a1, a2) pont kordli € sugaru nyilt kérlap.

k =3 esetén K(a,e) az a= (ay,as,as) pont korlli ¢ sugaru
nyilt gémb.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.1 Metrika és topolégia R*-ban

@ Az ac R¥ pontotaz A c R¥ halmaz belsd pontjanak
nevezzlk, ha a-nak van olyan kérnyezete, mely A-ban van
(azaz vanolyan ¢ > 0, hogy K(a,c) C A).

@ Az ac R¥ pontotaz A c R¥ halmaz izolalt pontjanak
nevezzik, ha a e A, és a-nak van olyan kérnyezete, melyben
a-n kivdl nincs A-beli pont
(azaz a€ A, ésvanolyan ¢ >0, hogy (K(a,e)\{a}))nA=0).

@ Az acRX pontotaz A c R¥ halmaz torlédasi pontjanak
nevezzik, ha a barmely kérnyezetében van tole kiilonb6z6
A-beli pont (azaz barmely ¢ > 0 esetén (K(a,e)\{a})NA#0D).

@ Az ac RK pontotaz A c R halmaz hatarpontjanak nevezziik,
ha a barmely kérnyezetében van A-beli és nem A-beli pont is
(azaz barmely ¢ > 0 esetén K(a,e)NA#() és K(a,e)NA# 0,
ahol A:=RK\ A az A halmaz komplementere).
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.1 Metrika és topolégia R*-ban

@ Az A c R¥ halmazt nyiltnak nevezziik, ha minden pontja belsé
pontja A-nak.

@ Az A c RK halmazt zartnak nevezziik, ha komplementere nyilt.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.1 Metrika és topolégia R*-ban

Sorozat RX-ban

Egy a:N — Rk fliggvényt RX-beli sorozatnak neveziink. Jeldlés:
(a@n)nen, ahol an:=a(n), és ap=(an,an2,...,an), ha neN.

Konvergens sorozat RX-ban

Az RX-beli (an)nen sorozatot konvergensnek nevezzik, ha van
olyan b € R¥, hogy barmely e > 0-hoz létezik olyan N(c) € R szam,

ho
. llan — b|| < e amennyiben n> N(e).
A b pontot a sorozat hatarértékének (limeszének) nevezzik. Jeldlés:

apn—b ha n— oo, vagy lim a, = b.
n—oo

Egy RX-beli sorozatot divergensnek neveziink, ha nem konvergens.

v
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.1 Metrika és topolégia R*-ban

RX-beli konvergencia = koordinatankénti konvergencia

an=(am,an2,..-.,ank) > b=(b1,bo,....,bx) ha n—

akkor és csakis akkor, ha
ani—bi ha n— oo minden i=1,2,..., k esetén.

Ez azt jelenti, hogy egy vektorsorozat akkor €s csakis akkor
konvergens, ha a sorozat minden koordinataja konvergens, és
hatarértéke a hatarvektor megfelelé koordinataja.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.2 Tébbvaltozos flggvény hatarértéke és folytonossaga

Egy D c R* halmaz torlédasi pontjainak halmazat D’-vel jeléljiik.

Tdbbvaltozos fliggvény hatarértéke

Legyen f: D Cc RK - R éslegyen xp € D'. Azt mondjuk, hogy f-nek
van (véges, vagy végtelen) hatarértéke az xy pontban, ha van olyan
a € Ry, bovitett valos szam, hogy barmely olyan D-beli (Xn)nen
sorozatra, melyre nIi_}moo Xn = Xo €S Xp # Xo, teljesll a nIi_)moo f(xn) = a
egyenldség.

ac Ry,-taz f flggvény xo pontbeli hatarértékének nevezzik és

lim f(x) = a-vel, vagy f(x) — a (x — Xp)-vel jeldljuk.
X—Xp
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.2 Tébbvaltozos flggvény hatarértéke és folytonossaga

Atfogalmazas

Masképpen megfogalmazva: az f fliggvény értelmezési
tartomanyanak egy xp € R, torlodasi pontjaban akkor és csakis akkor
lesz f hatarértéke az a € R, bovitett valdés szam, ha az értelmezési
tartomanybdl barmely xp-hoz konvergald (x,)nen Sorozatot véve,
melynek elemei Xxp-tol kiilonbdzdek, a figgvenyértékek (f(xn))nen
sorozata a-hoz tart.

Hatarérték egyértelmiisége
Fliggvény hatarértéke, ha létezik, akkor egyértelmd.

Hatarérték létezhet az x; pontban akkor is, ha a fliggvény nincs
értelmezve a pontban, de torlédasi pontja annak (egy halmaz
torlodasi pontja ugyanis nem feltétlenll pontja a halmaznak).

A miveletek, egyenlétlenségek és hatarérték kapcsolata most is
érvényes.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.2 Tébbvaltozos flggvény hatarértéke és folytonossaga

Flggvény folytonossaga

Az f: D C R— R faggvényt folytonosnak nevezzik az xy € D
pontban, ha barmely D-beli xo-hoz konvergald D > x, — Xp (n — o0)
sorozat esetén a fuggvényertékek f(x,) (n € N) sorozata az xg
pontbeli flggvényértékhez tart, azaz nILmoo f(xn) = f(x0)-

Réviden: az f fliggvény xo € D pontbeli folytonossaga azt jelenti, hogy
ha D 3> x, — xo (n — o0) akkor nlim f(xn) = f(nlim Xn) = f(Xp).
— 00 — 00

@ Ha xg € DN D', akkor f folytonos xo-ban akkor, és csakis akkor,
ha XIirr)( f(x) = f(xo).
—Xo

@ Ha xo € D, de xo ¢ D', akkor xo a D izolalt pontja, izolalt
pontokban f a definicio alapjan mindig folytonos.

Folytonos fliggvények tulajdonsagai ugyanazok, mint az egyvaltozos
esetben.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.3 Tébbvaltozos flggvények differencialhatésaga

(Totalis) differencialhatésag

Az f: D c Rk - R fliggvénytaz xo € D belsé pontban (totalisan)
differencialhatonak nevezziik, ha van olyan A € R¥ vektor, hogy

im [(X) = f(x0) — (A, x — Xo)
im
X=X X = xol|

Az f'(xo) := A vektortaz f fliggvény xo pontbeli derivaltjanak
nevezzik.

=0.

GEOMETRIAI JELENTES: a fuggvény f(x) — f(xo) ndvekményét az

(f'(x0),x — Xo) linedris fiiggvény jol kdzeliti xo kdzelében; a fliggvény

altal meghatarozott fellletnek xp-ban van érintosikja, mégpedig az
X1 = f(x0) + (f'(%0), X — Xo)

hipersik az RK*1 térben.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.3 Tébbvaltozos flggvények differencialhatésaga

Irany menti differencialhatosag

Legyen e € R egy egységvektor, azaz |e|| =1. Az f: Dc RF - R
flggvényt az xg € D belsd pontban az e irany mentén
differencialhatonak nevezzik, ha létezik a
f(Xo i te) = f(Xo)

t
(véges) hatarérték, melyet az f fliggvény e iranymenti
derivaltjanak neveziink az xo pontban.

Def(x0) := lim

Def(xo) jelentése: az f fliggvény valtozasi sebessége az e
iranyaban.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.3 Tébbvaltozos flggvények differencialhatésaga

Parcialis derivalt

Legyen i€ {1,2,...,k}, éslegyen u; € R az i-edik tengely
iranyaba mutat6 egységvektor (az u; vektor j-edik koordinataja 1, a
tobbi 0).

Az f: D c RK — R fliggvénynek az xo € D belsé pontban létezik az
i-edik valtozdja szerinti parcialis derivaltja, ha differencialhaté az
u; iranyban. Jelélése: 0;f(xg) := Dy, f(Xo).

Egyéb jeldlések: 2L (xo) s fy (%)

Parcialis differencialhatésag

Az f: D c RfK = R fliggvénytaz xo € D belsd pontban parcialisan
differencialhatonak nevezziik, ha 9;f(xp) minden i=1,2,... k
esetén létezik.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.3 Tébbvaltozos flggvények differencialhatésaga

Parcialis derivalt kiszamitasa

Mivel x; = xg; +t helyettesitéssel

f(X017"'7X0i+t7"'aX0k)_f(X017"'7XOI'7"‘7X0k)

0/f(x0) = lim

_ Iim f(X01""7Xi)"'7X0k)_f(X017""X0i7"‘7X0k)
Xi—Xoj Xi — Xoij ’

igy az i-edik valtozo szerinti parcialis derivaltat ugy szamitjuk ki, hogy
az i-edik valtozo szerint derivalunk, mik6zben a tébbi valtozot
konstansnak tekintjik.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.3 Tébbvaltozos flggvények differencialhatésaga

[rany menti derivalt kiszamitasa

Haf:D c R" — R az xg € D belsé pontban (totalisan) differencialhato,
akkor barmely e € RX egységvektor irdnya mentén is differencialhaté

Xo-ban, és
0 Def(x0) = (f'(x0), €)-
Ha e = u; az i-edik tengely iranyaba mutat6é egységvektor, akkor
9if(x0) = Duf(x0) = (f'(x0), uj),
igy e=(e1,€2,...,6() = €1U1 + €U + - - - + exUy alapjan
Def(xo) = 01f(Xo)e1 + O2f(xo)€2 + - - - + O f(x0)€x-
Ezért (totalis) differencialhatésag — parcialis differencialhatésag.
Az is kdvetkezik, hogy
f'(x0) = (01(x0), - - - , kf(X0)),
igy az f'(xp) (totalis) derivalt (vektor) koordinatai a parcialis derivaltak.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.3 Tébbvaltozos flggvények differencialhatésaga

(Totalis) differencialhatésag — folytonossag

Ha f: Dc RK - R az xy € D belsé pontban (totalisan)
differencialhato, akkor f folytonos Xxg-ban.

parcialis differencialhatésag #= folytonossag

parcialis derivalt folytonossaga — (totalis) differencialhatésag

Haaz f: D c RK = R fliggvénynek az xo € D belsé pont egy
kérnyezetében folytonos parcialis derivaltjai vannak (ekkor azt
mondjuk, hogy a fiiggvény folytonosan parcialisan differencialhato e
kdrnyezetben), akkor f az xo pontban (totalisan) differencialhato (igy
folytonos is).

v
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.3 Tébbvaltozos flggvények differencialhatésaga

Lancszabaly: 6sszetett fliggvény differencialhatésaga

Ha mindegyik j=1.,2,...,¢ eseténa g;: D C RK — R fliggvények
differencialhaték az xo € D belsé pontban, és f: E C R - R
differencialhaté az yo == g(xo) € E belsé pontban, ahola g : D — R’
figgvény értelmezése x € D esetén g(x) := (g1(x), 92(x), ..., gi(x)),
akkor létezik olyan € > 0, hogy g(K(xo,€)) C E, igy a

h: K(xo,e) = R, h(x) := f(g(x)) ha x € K(xo,¢)

Osszetett flggvény differencié/haté az Xp pontban, és

dih( Zc‘),f(g X)) digi(x)  hai=1,2,... k.
Jj=1
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.4 Magasabbrendi parcialis derivaltak

Magasabbrendl parcialis derivaltak

Tegyik fel, hogy az f: D c RK — R fiiggvénynek az xp € D belsd
pont egy kdrnyezetében létezik az i-edik valtoz6 szerinti 9;f parcialis
derivaltja. Ha ez parcialisan differencialhaté a j-edik valtozé szerint,
Ugy a derivalast elvégezve kapjuk a

9j0if(x0) = 0;(9if(x0))
masodik parcialis derivaltjat f-nek az x; pontban az /i-edik és
j-edik valtozdk szerint (ebben a sorrendben!).
Hasonl6an, ha a 0;0;f(x) derivalt Iétezik xo egy kérnyezetében és ez
parcialisan differencialhaté az /-edik valtozo szerint, Ugy a derivalast
elvégezve kapjuk a

910;9jf(xo) := 01(5;0f(x0))
harmadik parcialis derivaltat. Hasonldan értelmezhetjik a
negyedrendi stb. parcialis derivaltakat is. Egyéb jeldlések a parcialis

derivaltakra: 8)(?-8fx (X0), ill. i x(x0)-
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.4 Magasabbrendi parcialis derivaltak

Példa. Szamitsuk ki az

f:RZ R,  f(x,y):=x>+y?eY
flggvény dsszes elsd- és masodrendi parcialis derivaltjat, és
hasonlitsuk 6ssze a 0102f(x,y) és 0.01f(x,y) vegyes derivaltakat.

Young tétel: a vegyes parcialis derivaltak figgetlensége

a derivalas sorrendjétol

Haaz f: D c RFK - R fliggvénynek az xy € D belsé pont egy
kérnyezetében valamely m > 2 esetén az 6sszes m-edik parcialis
derivaltja létezik és az xy pontban azok folytonosak, akkor az f
fiiggvény m-edik parcialis derivaltiai az xo pontban a differencialas
sorrendjétdl fliggetlenek.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.5 Toébbvaltozos fliggvények szélstértéke

Azt mondjuk, hogy az f : D ¢ Rk — R fliggvénynek az x, € D pontban
@ lokalis/helyi maximuma (minimuma) van, ha 3¢ > 0, hogy

f(x0) > f(x) (f(x0) < f(x)) VxeK(xp,¢e)N D esetén.
@ szigoru lokalis/helyi maximuma (minimuma) van, ha 3¢ > 0,
hogy
f(xo) > f(x) (f(x0) < f(x)) Vxe€K(x,e)ND, x+# xy esetén.
@ globalis/abszolut maximuma (minimuma) van, ha
f(x0) > f(x) (f(x0) < f(x)) VxeDesetén.
@ szigoru globalis/abszolut maximuma (minimuma) van, ha
f(x0) > f(x) (f(x0) < f(x)) VxeD, x+# xp esetén.

Losonczi Laszl6, Pap Gyula (DE) Gazdasagi matematika II. 20010/11 tanéy, Il. félév 78 /187



13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.5 Toébbvaltozos fliggvények szélstértéke

A szélsbérték létezésének elegendo feltétele

Korlatos, zart halmazon folytonos fiiggvény felveszi a fliggvényértékek
infimumat és szuprémumat fliggvényértékként, ami azt jelenti, hogy a
fliggvénynek van minimuma és maximuma (az illeté korlatos, zart
halmazon).

A szélsbérték létezésének sziikséges feltétele

Haaz f: D c RF - R fliggvénynek az xo € D belsé pontban lokalis
szélsbértéke van, és léteznek f elsé parcialis derivaltjai xq-ban,
akkor

81 f(Xo) = 82f(X0) == 8kf(Xo) =0.

(E feltételnek eleget tevd xo pontokat az f fliggvény stacionarius
pontjainak nevezziik.)
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.5 Toébbvaltozos fliggvények szélstértéke

A szélsbérték létezésének masodrendi elegendd feltétele

Tegylik fel, hogy az f: D c Rk - R 6sszes masodik parciélis
derivaltja folytonos az xq € D belsé pont egy kérnyezetében, tovabba

91f(x0) = 92f(x0) = - -- = Okf(x0) =
Q Haa
Q:RFSR, Q) =Qh,..., ZZa,a,f(xo
j=1 i=1

kvadratikus fiiggvény pozitiv definit, azaz Q(h) > 0 ha h € RX

és h+# 0, akkor f-nek szigoru lokalis minimuma van xy-ban.
@ Ha Q negativ definit, azaz Q(h) <0 minden hc RX, h#0

esetén, akkor f-nek szigoru lokalis maximuma van xy-ban.
© Ha Q indefinit, azaz Q(h) felvesz pozitiv és negativ értéket is,

akkor f-nek nincs szélsoértéke xy-ban.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.5 Toébbvaltozos fliggvények szélstértéke
Masodrendi elegendd feltétel, determinansokkal

Tegylik fel, hogy az f: D c RK - R &sszes masodik parciélis
derivaltja folytonos az xo € D belsé pont egy kérnyezetében, tovabba

91f(X0) = O2f(x0) = -+ - = Okf(Xo) = 0.
Legyen A = (9,0;f(xo)) € Rk az f fiiggvény xo pontbeli mésodik
parcialis derivaltjaibol allo matrix, es legyen A;(j =1,...,k) az A bal

felsé j-edrenii sarokdeterminansa, azaz

_ | 0101f(x0) 0102f(X0) .f
Ay = 010 f(X0)7 Ap = 000 f(XO) 8282,:()(0) NV |A’

@ HaA; >0 A,>0, A3>0,..., Ax > 0, akkor f-nek szigoru
lokalis minimuma van xp-ban,

Q ha A1 <0,A,>0,A3<0,..., (—1)kAk > 0, akkor f-nek
szigoru lokalis maximuma van xp-ban.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.5 Kétvaltozds fliggvények szélsdértéke

Kétvaltozoés fliggvény szélsdértéke

Tegyiik fel, hogy az f: D c R> — R &sszes masodik parcidlis
derivaltja folytonos az xg € D belsé pont egy kérnyezetében, tovabba

o1 f(Xo) = 82f(X0) =0.

8181 f(Xo) 8182f(X0) ‘
Ha Ay = 0101f(xg) > 0, Ao = >0,
¢ 1= 01911(x) 27 | 0102f(x0)  0202f(x0)
akkor f-nek szigoru lokalis minimuma van xy-ban,
0104 f(Xo) 01 agf(Xo)
ha A1 = 0101f(xp) <0, Ao = >0,
9 1 104 ( 0) 2 8182f(X0) azazf(xo)

akkor f-nek szigoru lokalis maximuma van xq-ban,
0104 f(Xo) 04 82f(X0)
ha Ao = <0,
e 2 o1 (92f(X0) 8262f(X0)

akkor f-nek nincs szélsoértéke xy-ban.
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Példa.
f:R2 - R, f(x,y):=x3+y>—3xy

lokalis szélsbértékeinek meghatarozasa.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.5 Tébbvaltozds fliggvények feltételes szélsdértéke

Tébbvaltozos fliiggvények feltételes szélsdértéke

Legyenek f: DCRK R, gi: DcRK - Ri=1,...,/, ] < k adott
flggvények. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek az x; € D pontban a
g1(x) =0, g2(x) =0, ..., gi(x) = 0 feltételek mellett lokalis/helyi
feltételes maximuma (minimuma) van, ha g;(x) = --- = gi(x) = 0,
és van olyan € > 0 hogy

f(x0) > f(x) (f(x0) < f(x)) teljestl minden x € DN K(xp, )

mellett, melyre g¢(x) = --- = gi(x) = 0. Ha g1(x0) = - -- = gi(x0) = O,
és f(xg) > f(x) (f(xo) < f( )) teliestl minden xg ;é X € Dﬂ K(xo,¢)
mellett, melyre g{(x) = --- = g)(x) = 0, akkor szigoru lokalis

feltételes maximum (minimum)—rél beszéllnk.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.5 Tébbvaltozds fliggvények feltételes szélsdértéke

A feltételes szélsdérték sziikséges feltétele

o Tegyilk fel, hogyaz f,gi: DC RK =R (i=1,...,I, I < k), azf
fllggvénynek az elsd parcialis derivaltjai folytonosak az xo € D
belsd egy kérnyezetében

@ f-nek az xo € D pontban a gi(x) =0, g2(x) =0, ...,9/(x) =0
feltételek mellett lokalis feltételes szélsdértéke van,

191(X) - HG1(X0)

°a € R’*k matrix rangja /.

019(X0) -+ Okgi(Xo)
Akkor van olyan \g = (A\o1,. .., \g/) € R/ pont, hogy az

LA, X) i= F(x) + Mgi(X) + -+ Ngi(x) (A€ R x € D)

faggveényre 01L(Xo, X0) = - -+ = D14k L( o, X0) = 0.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.5 Tébbvaltozds fliggvények feltételes szélsdértéke

A \i,...,\n szamokat Lagrange-féle multiplikatoroknak nevezzik, az
L fliggvényt pedig a feltételes szélsbéértek probléma Lagrange-féle
fuggvenyeének nevezzik.

A feltételes szélsdérték probléma megoldasa ugy térténik, hogy a
81 L()\,X) == 8/+kL()\,X) =0
I + k egyenletbdl all6 rendszert (melynek elso6 / db. egyenlete
éppen gi(x) =--- = gi(x) = 0) megoldjuk a Aq,..., A\, Xq, ..., Xk,
ismeretlenekre, a (Ao, Xo) = (Mot,-- -, Aas, Xo1, - - -, Xok) € R! x D
megoldasok a Lagrange fliggvény stacionarius pontjai. Ennek az
Xo = (Xo1, - - - , Xox) koordinatai adjak a feltételes szélsoérték
lehetséges helyeit.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.5 Tébbvaltozds fliggvények feltételes szélsdértéke
A feltételes szélséérték elegendd feltétele

@ Tegyilk fel, hogyaz f,gi: DC RK =R (i=1,...,1, | < k),
masodik parcialis derivaltjai folytonosak az xp € D belsd pont egy

kérnyezetében,
@ (), Xo) € R' x D a Lagrange fliggvény stacionérius pontja, azaz a
04 L()\o,Xo) == 8/+kL()\0,X0) =0
rendszer megoldasa,
Ok—1+191(X0) -+ Ok91(xX0)
@ és : : # 0.
Ok—14191(X%) -+ Gi(X0)

Ha EL Zj’-‘:1 hih; 9;0;f(x0) > 0 (< 0) minden olyan
h=(hy,...,hg) €RK, h+#0 esetén, melyre Z/’-‘:1 h; 0;9i(x0) =0
minden i =1,...,/ mellett, akkor f-nek szigoru lokalis feltételes
minimuma (maximuma) van Xxp-ban.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.5 Tébbvaltozds fliggvények feltételes szélsdértéke

A feltételes szélsbérték elégséges feltétele determinansokkal
Legyen Aj, (j=2I+1,...,1+ k) a

0 e 0 9191(x0) Seo Ok91(X0)

0 e 0 0191(X0) G0c Ok9i(X0)
0191(X0) -+ 0191(X%0) O1+10141L(Mo, X0) -+ O1+1014kL( Mo, X0)
Ok91(x0) -+ kG(X0) OkOi1L(Ao, X0) -+ O1+kO1rkL(No, Xo)

szimmetrikus blokkmatrix bal fels6 | x j-s sarokmatrixanak
determinansa.
@ Ha (—1)'A; >0 minden j=2/+1,...,1+k esetén, akkor
f-nek szigoru lokalis feltételes minimuma van xp-ban.
@ Ha (—1)*A; >0 minden j=2/+1,...,1+k esetén, akkor
f-nek szigoru lokalis feltételes maximuma van xy-ban.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
13.5 Tébbvaltozds fliggvények feltételes szélsdértéke

A blokkmatrix masik alakja

VegyUk észre, hogy blokkmatrixunk éppen az L(\, x) Lagrange
flggvény 6sszes masodik parcialis derivaltjaibdl allé matrix a (Ao, Xp)
stacionarius pontban véve, azaz a (9;0;L(\o, Xo)) € RUHK*(H+K) matrix.

Példa. Hatarozzuk meg az
f:R? R,  f(x,y):=x+2y
feltételes szélstértékeit a

g(x,y) = X2+y2-1=0 kérvonal
feltétel mellett.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.5 Tébbvaltozds fliggvények feltételes szélsdértéke

Megoldas. A probléma Lagrange fliggvénye
LA X Y) =X +2y + AP +y2=1) (A x,y) €RY).

A lehetséges széls6értékhelyeket a

LN X, y) =x2+y?>—1=0, 0L\ x,y)=1+2\x=0,

OyL(A\,x,y) =2+2\y =0
megoldasai adjak. Kénnyl kiszamolni, hogy a megoldasok:

M= X1:—§7 =- M
Az——g, szé Y2=L‘5£-

a feltételes szélsbérték lehetséges helyei.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.5 Tébbvaltozds fliggvények feltételes szélsdértéke

Azt, hogy feltételes maximum vagy minimum van-e ezen pontokban a
fenti tétel alapjan dontjik el. Az L masodik parcialis derivaltjaibdl
felépitett a blokkmatix (a (A, x, y) pontban)

0 2x 2y
2x 2\ 0 |.
2y 0 2\
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.5 Tébbvaltozds fliggvények feltételes szélsdértéke

Most k =2,/ =1, mivel 2/ + 1 = 3 = k + | igy csak az blokkmatrix
determinansanak eldjelét kell meghatarozni. Egyszer(i szamitas
mutatja, hogy ez

0 -2 —4
1 —100
A3(>\1,X17Y1):7? -2 5 0 :7/5—3<0
-4 0 5

és hasonldan Az(\z, X2, yo) = %% vagyis a

(1) Ak = (—1)As(M, xq, y1) > 0 feltétel teljesdil, (xy, y1)-ben
szigoru feltételes lokalis minimum van, mig a
(=)D A (A2, X2, ¥2) = (—1)*Az(A2, X2, y2) > 0 ezért (xz, y2)-ben
szigoru feltételes lokalis maximum van.
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13. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

13.5 Tébbvaltozds fliggvények feltételes szélsdértéke

Megjegyzeés. Erdemes a feladatot geometriailag is szemléltetni: az
f(x,y) = x + 2y sik és az x? + y? = 1 altal meghatarozott
hengerfeliilet metszésvonala (mely egy az R3 térbeli ellipszis) melyik
pontja van "legmagasabban” és "legalacsonyabban” (a magassagot a
z tengely iranyaban mérve).
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Véletlen események
Val6szinlisége véletlen eseményeknek van,

@ melyekrdl nem tudjuk elére megmondani, hogy bekdvetkeznek-e,
vagy sem;
@ és amelyek

e vagy véletlen jelenségek megfigyelésével kapcsolatosak
(amikor a kortlményeket nem tudjuk befolyasolni),

e vagy pedig véletlen kimenetelii kisérletekkel kapcsolatosak
(amikor befolyasolni tudjuk a kériilményeket).
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Példak:
@ Mindségellendrzés: n termékbdl kivalasztunk m darabot
(m < n), és megszamoljuk, hogy hany selejtes van;
lehetséges kimenetelek: az Q :={0,1,2,..., m} halmaz elemei;
@ Hagyomanyos lottdé: megjeldlink 5 szamot 90-bdl, és
megszamoljuk, hogy hany talalatunk van;
lehetséges kimenetelek: az Q := {0, 1,2, 3,4,5} halmaz elemei;
@ Ragalyos fert6zés terjedése, csapadékmennyiség alakulasa,
szeizmograf mozgasa, sorhosszlsag alakulasa pénztaraknal,
szerencsejatékok, tdzsdei aringadozasok.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Elemi események: a kisérlet/megfigyelés lehetséges
kimenetelei.
@ Eseménytér: az elemi események halmaza; jeldlés: Q.
@ Esemény: az eseménytér bizonyos A C Q részhalmaza, amit
agy értiink, hogy ha az w € Q elemi esemény kdvetkezik be, akkor
@ w € A esetén bekodvetkezik az A esemény is,
o w¢ A esetén az A esemény nem kovetkezik be.
@ Biztos esemény: amely mindig bekdvetkezik;
be lehet azonositani az Q c Q részhalmazzal.

@ Lehetetlen esemény: amely sohasem kovetkezik be;
be lehet azonositaniaz # ¢ Q Ures részhalmazzal.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Logikai miveletek eseményekkel

@ Minden A eseménnyel kapcsolatban tekinthetjik az A ellentett
(komplementer) eseményeét: ez pontosan akkor kovetkezik be,
amikor az A esemény nem kovetkezik be; jel6lése: A.

@ Az A és B események 6sszege (unidja) az az esemény, amely
pontosan akkor kovetkezik be, amikor az A és B események
kdzil legalabb az egyik bekdvetkezik; jeldlése: A+ B vagy AUB.

@ Az A és B események szorzata (metszete) az az esemény,
amely pontosan akkor kévetkezik be, amikor az A és B
esemeények mindegyike bekdvetkezik; jeldlése: A- B vagy AN B.

@ Az A és B események kiilonbsége az az esemény, mely

pontosan akkor kdvetkezik be, amikor az A esemény
bekdvetkezik, a B esemény pedig nem; jeldlése: A— Bvagy A\ B.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

A logikai miveletek tulajdonsagai

@ kommutativitas: A+B=B+A,
A-B=B-A
@ asszociativitas: A+ (B+ C)=(A+ B)+ C,
A-(B-C)=(A-B)-C.
@ idempotencia: A+ A=A
A-A=A
@ disztributivitas: A-(B+ C)=(A-B)+(A-C),
A+(B-C)=(A+B)-(A+C).
@ de Morgan-féle azonossagok: A+ B=A-B,
A-B=A+B.
@ kiildnbség: A-B=A-B.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Diszjunkt események

Azt mondjuk, hogy az A és B események diszjunktak (kizarjak
egymast), ha egyszerre nem kdvetkezhetnek be.

Az A és B események akkor és csak akkor diszjunktak, ha A-B = (Z’-J

Azt mondjuk, hogy az A esemény maga utan vonja a B eseményt,
haaz A esemény bekdvetkezése esetén mindig bekdvetkezik a B
esemény is; jelélése: A= B.

A kovetkez0 allitasok ekvivalensek:
e A= B;
e AcC B;
e B= A
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Eseményalgebra

Egy Q eseménytér bizonyos eseményeibdl allo A rendszert
eseményalgebranak neveziink, ha tartalmazza a biztos eseményt, és
zart a komplementerképzésre és a véges unidképzeésre.

Példaul Q o6sszes részhalmazainak A := 22 rendszere

Egy eseményalgebrat o-algebranak neveziink, ha zart a
megszamlalhat6 unidképzésre.

100/ 187
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

Példak:
@ Egy pénzdarab feldobasa esetén
Q = {fej, iras}.

De lehet a fejhez a 0, az irashoz pedig az 1 szamot
hozzarendelni, és igy

Q=1{0,1}.
Nyilvan
A=2%=10,{0},{1},Q}.
Ekkor az elemi események szama: |Q| =2, az dsszes
események szama pedig |29| = 4.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ n-szer egymas utan dobva egy pénzdarabbal:
Q={w=(ar,a,...,an) : ar,a,...,an € {0,1} }.

Ekkor |Q| =27, |29 = 22",

Ha n darab egyforma pénzdarabot egyidoben dobunk fel, akkor
is lehet ugyanezt az eseményteret tekinteni, hiszen a kisérlet
kimenetelét nem valtoztatja meg, ha megszamozzuk a
pénzdarabokat. De lehet csak a megkullénbdztethetd
kimenetelekre szoritkozni: ezek szama n+ 1. Az els6
eseménytér altalaban alkalmasabb, mert példaul szabalyos
pénzdarab esetén az elemi események egyforma esélyliek!
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

© Egy zsakban n kilonbdzé szinl golyd van. Kihtizunk ezek kozl
k darabot; négy lehetéség van aszerint, hogy visszatevéssel
vagy visszatevés nélkiil hlizunk (az utobbi esetben k < n
szlikséges), és aszerint, hogy a sorrend szamit vagy a sorrend
nem szamit.

Ez a kisérlet ekvivalens azzal a kisérlettel, amikor n rekeszbe
helyeziink el k targyat; az elébbi négy lehetéség annak felel
meg, hogy egy rekeszbe tdbb targy is kerlilhet vagy csak egy,
illetve a targyak meg vannak kllénbdztetve, vagy nem.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

sorrend
szamit
(variacio)

sorrend nem
szamit
(kombinacio)

visszatevés nélkul

(ismétlés nélkdl)

(n— k)!

(1)

egy rekeszbe
legfeljebb egy
targy kerllhet

visszatevéssel
(ismétléses)

nk

%)

egy rekeszbe
tobb targy is
kerllhet
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Ha n kilénbdzd elem kdzul huzunk visszatevés nélkll gy, hogy
a sorrend szamit, és kihlzzuk az 6sszes n elemet (ami azzal
ekvivalens, hogy n elemet sorbaallitunk; ezeket
permutacioknak nevezziik), akkor a lehetdségek szama

n:=1.2.....n,
hiszen az els® huzasnal még n lehetéség van, a masodiknal
n—1, stb., és ezek szorzata adja az eredményt.

@ Ha n kilénbdzd elem kdzil k elemet hizunk visszatevés nélkiil
(ahol k < n) gy, hogy a sorrend szamit (ezeket ismétlés nélkiili
variacioknak nevezziik), akkor a lehet6ségek szama

n
(n— k)’

amit az el6z6h6z hasonlé gondolatmenettel bizonyithatunk.

nn—1)---(n—k+1) =
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Ha n kiilénbdzd elem kdzul k elemet hizunk visszatevéssel
agy, hogy a sorrend szamit (ezeket ismétléses variacioknak
nevezzUlk), akkor a lehetdéségek szama

n*,

hiszen minden hizasnal n lehetéség van.

@ Ha n kilénbdzd elem kdzil k elemet hizunk visszatevés nélkiil
(ahol k < n) Ggy, hogy a sorrend nem szamit (ezeket ismétlés
nélkiili kombinacidoknak nevezziik), akkor a lehetdségek szama

n\ n! ~nn—=1)---(n—k+1)
k) kl(n—k) k! ’

hiszen a megfelel6 ismétlés nélkili variaciokat ugy lehet

megkapni, hogy a kihlzott k elemet az 6sszes lehetséges

modon sorbarakjuk; ezek szama pedig mindig k!.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

@ Ha n kilénbdzd elem kdzil k elemet hizunk visszatevéssel Ugy,
hogy a sorrend nem szamit (ezeket ismétléses kombinacidoknak
nevezzlk), akkor a lehetoségek szama

n+k—1

(")
Ezt ugy lehet belatni, hogy a kisérlet kimeneteleihez
egyértelmiien hozza lehet rendelni egy olyan sorozatot, mely
n—1 darab egyesbdl és k darab nullabdl all, mégpedig ugy,
hogy az els6 egyes elé irt nullak szama (ami 0 is lehet) jelenti az
elsd fajta elembdl huzottak szamat, az els6 és masodik egyes
kdzé irt nulldk szama jelenti a masodik fajta elembdl hdzottak
szamat, stb., az (n— 1)-edik egyes utan irt nullak szama jelenti az
n-edik fajta elembdl hizottak szamat; az ilyen nulla—egy sorozatok
szama pedig nyilvan ("7%="), hiszen azt kell megmondani, hogy
az n+ k —1 hely kozil melyik k helyre kertljon nulla.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.1 Véletlen kisérletek, eseményalgebrak

© Advavan n kartya; ezeket osztjuk szét k jatékos kozott ugy,
hogy sorban ny, no, ..., ng kartyat kapjanak, ahol
ny+no+---+ ng = n, €s az egy jatékoshoz kerdld lapok
sorrendje nem szamit (ezeket ismétléses permutacioknak
nevezzlk). Ekkor az eseménytér elemeinek szama
15Nt Ny !
hiszen a kartyak n! szamu permutaciéit ugy lehet ezekbdl a
leosztasokbol megkapni, hogy az egy jatékoshoz kerllt ny, no,
..., N kartyat tetszbleges sorrendbe helyezzik.

© Addig dobalunk egy érmével, mig az elso fejet sikerll elérni.
Ekk
or Q = {f, i, if,iiif, ... o},

ahol i azt alehetséges kimenetelt jel6li, amikor csak irast
dobunk a végtelenségig.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.2 Val6szinliség

Gyakorisag, relativ gyakorisag

Ha egy A eseménnyel kapcsolatban n darab véletlen, fliiggetlen
kisérletetet hajtunk végre, akkor A gyakorisaga az a szam,
ahanyszor A bekovetkezik; ez egy véletlen mennyiség, melynek
lehetséges értékei: 0,1,...,n; jeldlése: kn(A).

Az A esemény relativ gyakorisaga: r,(A) := M

n

Tapasztalat:

ha n-et ndveljik, azaz egyre tobb kisérletet hajtunk végre, akkor az A
esemeény relativ gyakorisaga egyre kisebb kilengésekkel ingadozik egy
P(A) szam korll; ezt nevezzik A valdsziniiségének.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.2 Val6szinliség

Relativ gyakorisag tulajdonsagai

@ 0 <rp(A) <1 tetszbleges A esemény esetén.
o fn((b) = 0, rn(Q) S 1.
@ ha A és B egymast kizaré események, akkor

@ ha Ay, Ay,...paronként egymast kizar6 események, akkor

'n </@1Aj> = g rn(A).

@ (A) =1 —rp(A) tetszéleges A esemény esetén.
@ ha A C B események, akkor rp(A) < ry(B).
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.2 Val6szinliség

(2, A,P) harmas, ahol

@ Q egy nemires halmaz (az eseménytér);

@ AcC 22 az Q bizonyos részhalmazaibél all6 o-algebra
(az események rendszere);

@ P: A — R olyan leképezés, melyre
@ P(A) €[0,1] tetszbleges A c A esetén,
Q P(Q) =1
@ ha A, A, ... € A paronként diszjunktak akkor

< UA > Z P(A).
Jj=1
(Ezt a tulajdonsagot a-addltlwtasnak nevezzik).
Egy A esemény esetén a P(A) szamot az A valdsziniiségének, a
P: A — R leképezést pedig valosziniiségeloszlasnak nevezziik.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.2 Val6szinliség

A valoszinliségeloszlasok tulajdonsagai

@ P(0) =0. (Hiszen ha P(0#) > 0 volna, akkor a o-additivitasban
Ay = A, = ... = () valasztassal ellentmondasra jutnank.)

@ Ha Ay, A, ..., A, € A paronként diszjunktak, akkor

P <£J1A,> = ,i: P(A)).

(Hasznaljuk a o-additivitast A, 1 = Apio = ... =0 esetére,
és alkalmazzuk azt, hogy P(0) = 0.)
Ezt a tulajdonsagot véges additivitasnak nevezziik.

@ P(A)=1-P(A).
(Hiszen Q = AU A diszjunkt felbontas, igy a véges additivitassal
1=P(Q)=P(AUA) =P(A) + P(A).)
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.2 Val6szinliség

A valoszinliségeloszlasok tulajdonsagai

@ Ha A= B, azaz A C B, akkor
P(A) <P(B),  P(B\A)=P(B)—-P(A).
(Hiszen AC B esetén B= AU (B\ A) diszjunkt felbontas, ezért
P(B) = P(A) + P(B\ A) = P(A).)

Ezt a tulajdonsagot monotonitasnak nevezzik.

o Tetszbleges A,B c A esetén
P(AuB) =P(A)+P(B) — P(An B),
hiszen
AUB=[A\(ANB)]U[B\ (AnB)]U(ANB)

diszjunkt felbontas, ezért ANBC A és AN B C B miatt
P(AuB) = [P(A) - P(AnB)] + [P(B) — P(An B)] + P(AN B)

v
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.2 Val6szinliség

A valészinliségeloszlasok tulajdonsagai

o Tetszbleges A,B,C € A esetén
P(AUBUC) =P(A)+ P(B) + P(C)
—P(AnB)-P(ANC)—-P(BNC)
+P(ANBNC),

hiszen
P((AuB)UC) =P(AUB)+P(C)-P((AuB)N C)
és
P((AuUB)nC) =P((AnC)U (BN C))
—P(ANC)+P(BNC)—P((ANC)N (BN C)),
ahol (ANC)N(BNC)=AnNBNC.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.2 Val6szinliség

Diszkrét valészinliségi mezd
Q véges vagy megszamlalhatéan végtelen, azaz
Q= {w1,w2, 000 ,wN}

Q={w1,w2,...}

vagy

alaku, és A = 29,

Val6szinliségek kiszamolasa diszkrét valdszinliségi mezdében
Tetszbleges A € A esemény eléall az

A= U {wi}

iwi€A
diszjunkt felbontas alakjaban, igy

P(A)= Y P({wi}).

iwi€A
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.2 Val6szinliség

Ezért diszkrét valoszinliségi mezbdben elég megadni az elemi
események valoszinliségeit, a

pPi = P({w,-}), i = 1,2,...
szamokat ahhoz, hogy tetszbleges esemény val6szinliségét ki tudjuk
szamolni.

Nyilvan sziukséges az, hogy ezek a {py,po,...} szamok
nemnegativak legyenek és 6sszegiik 1 legyen, hiszen

S pr= 2Pl = P(Lij{wi}) _p@)=1.

Ekkor azt mondjuk, hogy a {p1,p2,...} szamok eloszlast alkotnak.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.2 Val6szinliség

Egyenletes eloszlas véges halmazon

Q ={wy,wo,...,wn},

és az elemi események egyenld esélyliek, azaz

P({w1}) = P({wz}) = ... = P({won}) = +

Val6szinliségek véges halmazon egyenletes eloszlas esetén
- ¥ Plwn-g X 1=

iwi€A I wi€A

vagyis o i
kedvez0o kimenetelek szama

P(A) = — . _ .
(4) 0sszes kimenetelek szama
Ez a valdsziniiség kiszamitasanak klasszikus képlete.

N
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.2 Val6szinliség

Példak:
@ Két érmét feldobva mennyi annak a valdszinlisége, hogy egy fej
és egy iras legyen az eredmény?

Ekkor a két érmét megkilénboztetve az
Q = {ff fi,if, i}

eseményteret kapjuk, amelyben a kimenetelek egyforma
valoszinliséglek, igy az

A = {fi,if}

esemény valdszinlisége
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.2 Val6szinliség

Példak:
@ Mennyi a valdésziniisége, hogy egy n tagu tarsasagban van
legalabb két olyan személy, akiknek ugyanakkor van a
sziletésnapja? (Feltesszlik, hogy a sz6kénap nem lehet.)

Nyilvan n > 365 esetén (a,,skatulya-elv’ miatt) ez a biztos
esemeény, igy ekkor a valészinliség 1.
Ha pedig n < 365, akkor az ellentett eseménnyel szamolva

365364 (365 —n-+1)
365"

P(A) =1 —

0.284 han=16
365! _]0.476 han=22

(365 —n)!-365" ~ ) 0.507 han=23
0.891 han=40

—1
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.2 Val6szinliség

Egyenletes eloszlas R* véges mértékii részhalmazain

Q c R¥ véges mértékdl, és ,,minden pont egyenld esély(l”, azaz egy
A C Q részhalmaz valészinlisége A mértékével aranyos, vagyis

1(A)
P(A) = (@)’
ahol p azilletd halmaz mertékét jeldli:
@ k=1 esetén 6sszhossz,
@ k =2 esetén terllet,
@ k =3 esetén térfogat.

Ez a valosziniiségek geometriai kiszamitasi modja.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.2 Val6szinliség

Példa: Egy egységnyi hosszusagu szakaszt két, talalomra kivalasztott
ponttal harom szakaszra bontunk fel. Mennyi annak a valosziniisége,
hogy a harom szakaszbol haromszéget lehet szerkeszteni?

Az eredmény a [0,1] x [0,1] négyzet azon részhalmazanak terllete,
melynek pontjaira fennallnak a kdvetkez6 egyenlétlenségek:

O<x<y<, O<y<x<1,
1- 1—

y <y, vagy X <X,
x<1—x, y<1l-y,
y—x<1-y+x, X—y<1—=x+y,

azaz
O<x<g<y<Ai, O<y<g<x<i,
1 vagy 1
y—x<sz, X—y<s.

Ezért a keresett valosziniiség 1/4.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.3 Feltételes valdszinliség

Feltételes relativ gyakorisag

Ha n flggetlen kisérletet végziink, akkor az A esemény feltételes
relativ gyakorisaga azon feltétel mellett, hogy a B esemény
bekovetkezett
kn(ANB) rm(ANB)
N C )

|

Feltételes valdszinliség

Az A esemény feltételes valosziniisége a B feltétel mellett (azaz
ha tudjuk, hogy a B esemény bekdvetkezett)

__ P(AnB)

P(A| B):= 55

hacsak P(B) > 0.

A

Losonczi Laszl6, Pap Gyula (DE) Gazdasagi matematika II. 20010/11 tanéy, Il. félév 122/187



14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.3 Feltételes valdszinliség

Példak:

@ Mennyi a valésziniisége, hogy egy kétgyermekes csaladban
mindkét gyerek fit, ha feltételezziik, hogy egy gyerek egyenlé
valésziniiséggel lehet fit vagy lany, és tudjuk, hogy

e azidbsebb gyerek fiu;
o legalabb az egyik gyerek fiu ?

Ekkor az eseménytér
Q = {FF,FL,LF,LL},

melynek elemei egyforman 1/4 valosziniiségliek. Legyen
A := {mindkét gyerek fiu} = {FF},
B; := {az id6sebb gyerek fiu} = {FF,FL},
B, := {legalabb az egyik gyerek fiu} = {FF, FL,LF}.
Nyilvan An By = AN By, = {FF}, igy
P(A|By)=1/2, P(A| By) =1/3.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.3 Feltételes valdszinliség

© Bridzsnél osztaskor 2 dszt kapott valaki. Mennyi a valésziniisége,
hogy a masik 2 asz a partnerénél van?

!
Az Osszes leosztasok szama i,

(131)¢ 4 48 39!
ezek egyforma valdsziniségliek. Ezekbdl <2> . (11> RN

olyan leosztas van, melynél az elso jatékos 2 aszt kap, és ezek

k6zott pedig 4 m a7 o6
() () (1) rae

olyan leosztas van, melynél a masik 2 asz a partnerénél van.
Tehat a keresett feltételes valdszinliség

4y (48\ (37\ 26

(2) - (1) - (51) - (a2

@) dop 10
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.3 Feltételes valdszinliség

Lancszabaly

P(A1ﬂA2ﬁ---ﬂAn)

=S P(A1)P(A2 | A1)P(A3|A1 ﬂAg)P(An | A1 ﬁAgﬂ--'ﬂAn,ﬂ,
hacsak P(AiNnA>N---NA,_1)>0.

A jobb oldal
P(A)P(A1mA2) P(A1mA2ﬂA3)P(A1ﬂA2ﬂﬂAn_1ﬁAn)
VTP(A) P(AINA) P(A N AN Ay 1)
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.3 Feltételes valdszinliség

Példa: Huzzunk ki a 32 lapos magyar kartyabol harmat visszatevés

nélkdl. Mennyi a valdsziniisége, hogy az elsé és a harmadik kihizott
lap piros, a masodik pedig nem az?

Jeldlje i =1,2,3 esetén A, azt az eseményt, hogy az i-edik hizas
eredménye piros. Ekkor
8 1 — 24 — 7
=—=- P(Ax| A1) = = P(A3|AiNA) = —
P(A1) 32 47 ( 2‘ 1) 317 ( 3’ 1m 2) 307
'9y 124 7 7

P(AnANAs) =4 37 35 = 155"

Persze lehetne hasznalni azt az eseményteret is, amely az elsé harom
kihdzott lapbol all a sorrendet is figyelembe véve; ekkor |Q2| = 32-31-30,
és a kimenetelek egyenl6 valészinliségliek. Mivel a kedvezo esetek

szdma 8-24 -7, igy a keresett valoszinliség 52145 = 1ts-
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.3 Feltételes valdszinliség

Telijes eseményrendszer

Az eseménytér megszamlalhato diszjunkt felbontdsa, azaz események
Aq, Ao, ... véges vagy végtelen sorozata, melyek egymast paronként
kizarjak, és unidjuk az egész eseménytér, vagyis

ANA =0 ha i#j, és A =Q.
i
i

Egy teljes eseményrendszer eseményei kdziil mindig pontosan egy
kovetkezik be, és
> P(A) =1.
i
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.3 Feltételes valdszinliség

Teljes valosziniiség tétele

Ha az Aq, A, ... pozitiv valoszinliségli események teljes
eseményrendszert alkotnak, akkor tetszéleges B eseményre

P(B) = Z P(B|A))-P(A).

Bizonyitas. Nyilvan B = U(Bn A;) diszjunkt felbontas, hiszen
I
B=BnQ=Bn (Ll_(JAk) = LI_(J(BﬂAk),
€s i #j esetén
(BﬂA,’)ﬂ(BﬁAj) = BﬂA,’ﬂAjZ@,
ugyanis A;iNA; = (. Ezért

P(B)=) P(BNA)=) P(B|A)-P(A).
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.3 Feltételes valdszinliség

Példa: Harom gép csavarokat gyart. A selejt aranya az elsé gépnél
1%, a masodiknal 2%, a harmadiknal 3%. Az 6ssztermék 50 %-at
az elsé gép, 30 %-at a masodik, 20 %-at pedig a harmadik allitja elé.
Mi a valoszinlisége annak, hogy az dssztermékbdl véletlenszeriien
valasztott csavar selejtes?

Jelblie B azt az eseményt, hogy selejtet hizunk, i =1,2,3 esetén
pedig A, azt, hogy a kihlzott csavar az i-edik gépen készilt. Ekkor

P(B|A;) =0.01, P(B|A))=0.02, P(B|As)=0.03,
P(A1) =025, P(A2) = 0.3, P(As) = 0.2,

igy
P(B) =0.01-0.5+0.02-0.3+0.03-0.2 = 0.017.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.3 Feltételes valdszinliség

Bayes-formula

Ha A és B pozitiv valoszinliségli események, akkor

w(a18)~ PAPELA

és P(ANB) = P(A)-P(B| A).

P(AN B)
P(B)

Bizonyitas: P(A| B) =

Bayes-tétel
Ha az Aq, A, ... pozitiv valoszinliségli események teljes
esemeényrendszert alkotnak és P(B) > 0, akkor

__P(A)-P(B| A)
AT SRETA) A
J

%. A teljes

Bizonyitas: A Bayes-formulaval P(A; | B) =
valészinliseg tételevel P(B) =) P(B| A;) - P(A)).
j
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.3 Feltételes valdszinliség

Példa: Mennyi a feltételes valdsziniisége az el6z6 példaban annak,
hogy az els6, masodik, illetve harmadik gépen gyartottak a kivalasztott
csavart azon feltétel mellett, hogy az selejtesnek bizonyult?

0.01-05 5 6

PAIIB) =017 =170 PlARIB=15

\ o

P(As|B) = -

\‘
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.4. Fuggetlen események

Flggetlen események

Azt mondjuk, hogy az A és B események fiiggetlenek, ha

P(AnB) =P(A) - P(B).

Ha A és B pozitiv valoszinliségli események, akkor a kdvetkezd
allitasok ekvivalensek:

@ A és B flggetlenek;
® P(A|B)=P(A);
e P(B|A)=P(B).

Ha P(A) =0 vagy P(A) =1, akkor A tetszdleges B eseménytdl
figgetlen.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.4. Fuggetlen események

Paronként fliggetlen események

Azt mondjuk, hogy az Aj, Ay, ... események paronként
fuggetlenek, ha kézilik barmely két esemény fliggetlen.

(Teljesen) fliggetlen események

Azt mondjuk, hogy az Aq, Ao, ... események (teljesen) fliggetlenek,
ha tetszbleges i, b, ..., ik kiillonb6zo indexekre

P(A, NA,N---NA,)=P(A;,)P(A,)---P(A,).

Lehetséges, hogy példaul harom esemény paronként fliggetlenek, de
nem (teljesen) fliggetlenek.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.5 Val6szinliségi valtozok

Val6szinliségi valtozo / véletlen mennyiség, eloszlasfliggvény

Ha (Q,.A,P) val6szinlségi mezo, akkora & : Q — R leképezés
valdsziniiségi valtozo / véletlen mennyiség, ha tetszéleges x € R
esetén {w e Q:¢(w) < x} € A. Ekkoraz F¢:R —[0,1],

Fe(x) :== P{¢ <x}
flggvényt ¢ (kumulativ) eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Eloszlasfliggvény

Egy F:R — [0,1] fuggvény akkor és csak akkor lehet
eloszlasfliggvénye valamely ¢ : Q — R valdszinliségi valtozénak, ha
@ F monoton ndvekvo,

@ F balrdl folytonos,

o Xﬂrpoo F(x) =0, lim F(x)=1.

X—-+00

|
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.5 Val6szinliségi valtozok

Diszkrét val6szinliségi valtozé
A £:Q — R valoszinliségi valtozé diszkreét, ha lehetséges értékeinek
halmaza, a {{(w):w € Q} értékkészlet megszamlalhato.

A ¢ diszkrét valoszinliségi valtozo eloszlasa az a P; valdszinliségi
mérték a ¢ lehetséges értekeinek X := {x1, Xo,...} halmazan,
melyre P¢({x;}) =P({w € Q:&(w) = xi}), x € X.

Diszkrét valészinliségi valtoz6 eloszlasfliggvénye

Egy ¢ diszkrét valészinliségi valtozé eloszlasfliggvénye olyan l1épcsds
flggveény, mely a lehetséges értékeknél ugrik, és az ugras nagysaga
az illetd érték valoszinlisége. Ha a ¢ lehetséges értékeinek halmaza
X :={x1, Xo,...}, akkor

Fe(x)= > Pe{x}), xeR

{i:x;<x}
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.5 Val6szinliségi valtozok

Példak:
@ Két kockat dobva a dobott szamok 6sszegét jeldlje ¢. Hatarozzuk
meg & eloszlasat!

Ekkor ¢ diszkrét valészinliségi valtozo; lehetséges értékeinek

halmaza:
X={2,3,...,12},
eloszlasa:
k—1
—_ ha2 < k<7
36 ass ’
P{¢ =k} =
13—k ha7 < k<12
36

136/187
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.5 Val6szinliségi valtozok

© Binomialis eloszlas.

n faggetlen kisérlet

A esemény, p:= P(A)

A gyakorisaga: ¢ := kn(A)

diszkrét valészinliségi valtozo;

lehetséges értékeinek halmaza:
X={0,1,2,...,n},

eloszlasa

Ple=kt = (J0) (1 - p)"

melyet (n,p) paraméterii binomialis eloszlasnak nevezlnk.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.5 Val6szinliségi valtozok

© Elsorendii negativ binomialis eloszlas.
A esemeény, p := P(A)
Addig végzlink fliggetlen kisérleteket, mig A elészor bekdvetkezik.
¢ := az ehhez szikséges kisérletek szama;
lehetséges értékeinek halmaza:
X={1,2,...,00},
eloszlasa: k=1,2,... esetén

, P{¢=Kky=p-(1-p)",
iy

P{¢ =00} =1-P{é<oo}=1-) P{¢=k}=1-p> (1-p) ' =0.
k=1 k=1

Ekkor ¢ eloszlasat elsorendil p paraméterii negativ
binomialis eloszlasnak (vagy geometriai eloszlasnak) nevezzik.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.5 Val6szinliségi valtozok

© Hipergeometrikus eloszlas.
Egy dobozban M piros és N — M fekete goly6 van (M < N).
Visszatevés nélkll hizunk ki n golyét (n < N).
¢ := akihuzott piros golydk szama;
lehetséges értékeinek halmaza: olyan k értékek, melyekre
teliesil 0 <k <n, k<M, és n—k<N-M,

eloszlasa:
() (=)
k n—k
P{¢ =k} = N i
n
Ekkor ¢ eloszlasat (n,M, N — M) paraméterii
hipergeometrikus eloszlasnak nevezziik.
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14.5 Val6szinliségi valtozok

@ Poisson eloszlas.
Mazsolas kalacsot siitlink; 1000 gramm tésztdba n = 50 darab
mazsolat teszlink. Egy szelet stlya 25 gramm, tehat N = 40
szelet késziil. Minden mazsola egyforma valdszinliséggel kerllhet
bele barmely szeletbe, és a mazsolak egymastol fliggetlen(l
,,mozognak”. Jel6lje ¢ egy kivalasztott szeletbe kerlil6 mazsolak
szamat. Lehetséges értékeinek halmaza X = {0,1,...,50},

eloszlasa
50\ / 1 \X 1\ 0k
een-(3) (@) (-4)""

tehat ¢ eloszlasa n-edrendl 1/N paraméteru binomidlis
eloszlas.
Mi torténik, ha ndveljik a tészta mennyiségét?
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14.5 Val6szinliségi valtozok
Ha n mazsolat hasznalunk fel 20 - n gramm tésztaba, akkor
N =20-n/25 szelet készll, igy a binomialis eloszlas paramétere
pn:=1/N=X/n, ahol X\ :=5/4 az egy szeletre atlagosan juto
mazsolak szama. Ekkor
. n _
lim <k>p’n‘(1 — pn)"

— jim M=) (n— k4 1) <A)k<1 A>n_k M a

N—o0 k! n :He

Ha egy n val6szinliségi valtozé lehetséges értékei a nemnegativ
egész szamok és k =0,1,... esetén

= A—ke_A
Kl

ahol X > 0, akkor azt mondjuk, hogy 7 eloszlasa )\ paraméterii
Poisson—eloszlas.

P(n = k)
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Valbszinliségi valtozo slrliségfiggvénye

Ha (Q,.A,P) valoszinliségi mezo, ¢ : Q — R valdszinliségi valtozo
és létezik olyan f; : R — [0,00) fliggvény, melyre

X
Fg(x):/ F(f)dt,  xeR,

akkor az f; fuggvényta ¢ siriiségfliggvényének nevezzik.
(Nem egyértelmlien definialt!)
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Valdszinliségi valtozo slrliségfliggvénye
Ha a < b, akkor 5
P{a< &< b} = Fe(b) — Fe(a) = / f.(t) dt.
a
Ha az f. slrliségfliggvény folytonos az x € R pontban, akkor
Fe(x) = f(x).

Egy f:R — [0,00) flggvény akkor és csak akkor lehet
slrliségfiiggvénye valamely ¢ : Q — R valdszinliségi valtozénak, ha

/_Zf(t)dt:1.
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Egyenletes eloszlas az [a, b] intervallumon

Ha az [a, b] intervallumon valasztunk véletlenszerlien egy ¢ pontot
ugy, hogy egy A C [a, b] részhalmazba esés valdszinlisége az illetd
részhalmaz mértékével aranyos, akkor ¢ eloszlasfliggvénye nyilvan

0 ha x < a,
Fe(x) = Z:Z ha a< x < b,
1 ha x > b.

Ekkor a ¢ valdszinliségi valtozét egyenletes eloszlasunak nevezzik
a [a, b] intervallumon. Tovabba

—— haa<x<
f()={b-a M2A=X=H
0 egyebkent

flggveny slrliségfiggvénye &£—nek.
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Normalis eloszlas

Ha a ¢ valészinliségi valtozo slrliségfliggvénye

1 . (x—m)2
e 202 X €eR
V2ro ’

alaku, ahol m e R, o > 0, akkor azt mondjuk, hogy ¢ normalis
eloszlasu (m o ) paraméterekkel.
Az, hogy [ f(x)dx =1, abbdl kévetkezik, hogy

</OO e,xz/z dX) / / X +y )/2 dXdy
27 o . . r—co

= / </ re="/2 dr) dp =27 [—e*r /2} = 2.
0 0 r=0

f(x) =
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Exponencialis eloszlas

Jelblie a ¢ valdszinliségi valtozo egy radioaktiv atom élettartamat. Ez
rendelkezik az Ugynevezett 6rokifju tulajdonsaggal: ha t, h > 0,

air P(e> t+hlE> 1) = P> h),

vagyis annak ellenére, hogy tudjuk, hogy az atom mar megélt t idot, a
még hatralevd élettartam eloszlasa éppen olyan, mint a teljes
élettartam eredeti eloszlasa. Mivel

Ple>t+h et}
Pi¢>tp 7
és P{¢>t+h >t} =P{¢>t+h}, ezérta G(t) :=P{{>t}
tulélési fiiggvényre teljesl
G(t+ h)
G(t)

P{é>t+hle>t) =

— G(h).
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Be lehet latni, hogy ha G folytonos, akkor létezik olyan A\ > 0, hogy
G(t)y=e M ha t>0.
Ezért ¢ eloszlasfliggvénye
() = 0 ha x <0,
1—e ™ hax>0

alaku, ahol X\ > 0. Ezt az eloszlast \ paraméterii exponencialis
eloszlasnak nevezzik. Van sirliségfliggvénye:

0 ha x <0,
f(X) - —AX
e ha x > 0.
Bomlasi allando:
1
h

1 . h
—P{t < >t} = — =\
Ilg)nohP{t_§<t+h]§_t} Il[)no (1—e)=2A
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Valészinliségi vektorvaltozé

§:Q- RN azaz = (&, &)
ahol &:Q— R, i=1,...,k valdészinliségi valtozok
eloszlasfiiggvénye: F;:RF - R,

Fe(x1,...,Xk) = P{& < Xxq,..., & < Xk}

Valészinliségi vektorvaltozé sirliségfliggvénye

Ha létezik olyan f : RX — [0,00) fiiggvény, melyre

F§X1,..., / / t1,..., dt1 diy

teljestil minden (xi,...,Xx) € R¥ pontban, akkor az f; fuggvényt ¢
siirliségfiiggvényének nevezzik.
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Valészinliségi vektorvaltozé slrliségfliggvénye
Nyilvan

by by
P{a,-gg,-gb,-,izt...,k}:/ fg(t1,...,tk)dt1...dtk,
ai ag
s6t tetszbleges B ¢ RX (Borel-halmaz) esetén

P{(§1,...,§k)eB}:/---/fg(h,...,tk)dﬁ . dty,
B

tovabbé ha F. k—szor folytonosan differencialhato, akkor

. 8"F5(x1 5000 ,Xk)
- 0Xq...0Xk

ff(x‘h"' 7Xk)
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Diszkrét valoszinliségi vektorvaltozé

A ¢:Q — R valésziniségi valtoz6 diszkrét, ha lehetséges
értékeinek halmaza, a {{(w) : w € Q} értékkészlet megszamlalhato.

v

Ha (¢,71) : Q — R? diszkrét, akkor ¢ és 7 is diszkrét. Ha ¢ és 7
lehetséges értékei xq,xo, ..., illetve yq,yo,..., akkor (&,n)
lehetséges értékeinek halmaza {(x;,y;) :i,j=1,2,...}.
Ha ismerjik (¢,n) eloszlasat, azaz a

P{fzxiﬂ?:yj} 17121725
valészinliségeket, akkor ki tudjuk szamolni ¢ és 7 eloszlasat is:

Plc=x}=) P{é=x,n=y}, Pln=y}=D P{{=x,n=y}
] i

.

Ezek (¢,7n) peremeloszlasai / marginalis eloszlasai.
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Polinomialis eloszlas

n flggetlen kisérletet hajtunk végre egy A, Ao,..., A, teljes
esemeényrendszerre, p;:= P(A;) (ekkor py +p2+---+ pr = 1). Ekkor
A; gyakorisaga: & := kn(A)), €s & = (&1,&,...,&) diszkrét
valoszinliségi vektorvaltozo; lehetséges értékeinek halmaza:

{(ki,ko,....kr) €Z" : k>0, ki + ko +---+ kr = n},
eloszlasa

n!
P{& =k, &o=ke,....& =K} = mpfp?-‘ﬂfﬂ

melyet (n,p1,p2,...,pr) paraméterii polinomialis eloszlasnak
nevezink. Peremeloszlasai binomidlis eloszlasok:

|
P{¢ =k} = k,-!(nn; Y (1 —pi)" k.
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Polihipergeometrikus eloszlas

Ha visszatevés nélkil huzunk ki n golyot (n < N), és &; jeldli az
i-edik szinbdl hizott golyok szamat, akkor ¢ = (&1,&2,...,&,) olyan
(K1, ko, ..., kr) értékeket vehet fel, melyekre minden i=1,2,... r
esetén teljestl 0 < k; < N;, és ki + ko +--- + k, = n, tovabba

() () -+

()
W

P{§1 :k17§2:k27"'7§f:kf}:

Ekkor ¢ eloszlasat (n,Ny,...,N,) paraméterii
polihipergeometrikus eloszlasnak nevezzik.
Peremeloszlasai hipergeometrikus eloszlasok:

(k) (2k)

P{&i =k} = ™
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Haa (& 7) valészinliségi vektorvaltozonak létezik f;
strlségfiggveénye, akkor a &, illetve n valdszinliségi valtozoknak is
létezik srliségfliiggvényiik, mégpedig

0= [ faben)ay. 0= [ fylepax

Ezek (¢,7n) peremeloszlasai / marginalis eloszlasai.

Flggetlen valoszinliségi valtozék

A ¢ és n valdszinlségi valtozokat akkor nevezziik fiiggetleneknek,
ha tetszbleges x,y € R esetén

P{€ <x,n<y}=P{{ <x}P{n <y},
azaz Fe,(x,y) = Fe(X)F,(y).
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Flggetlen valoszinliségi valtozék

Ha ¢ diszkrét valoszinliségi valtozéd xq, xo, ... lehetséges értékekkel
és n diszkrét valoszinliségi valtozd ys, yo,... lehetséges értékekkel,
akkor ¢ és n flggetlensége azzal ekvivalens, hogy

vi,j  P{&=xi, n=y;} = P{& = xi}P{n =y}

Ha létezik (&, n)-nak f, slrliségfliggvénye, akkor & és 7
flggetlensége azzal ekvivalens, hogy

vxay eER fg,n(xv y) = ff(x)fn(y)

Valészinliségeloszlasok konvoldcidja

Haa ¢ és n valészinliségi valtozok flggetlenek, akkor azt mondjuk,
hogy ¢ +n eloszlasaa ¢ és n eloszlasanak konvolucioja.

|

.
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14.5 Val6szinliségi valtozok

Val6szinliségeloszlasok konvoluciéja

Ha ¢ és n flggetlen diszkrét valészinliségi valtozok, és a lehetséges
értékeik nemnegativ egész szamok, akkor a
K
{E+n=k=JHc=n{n=k-1})
j=0
diszjunkt felbontas alapjan

k
P{c+n=k}=> P{&=}P{n=k—j}, k=0.1,...
j=0
Haa ¢ és n fuggetlen valdszinliségi valtozoknak léteznek az f; és
f, strlségfliggvényei, akkor

fern(X) = /oo fe(u)f,(x — u) du, x € R.
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14.5 Val6szinliségi valtozok
Példak:
@ Ha ¢ és n fuggetlen binomidlis eloszlastak (nq,p) illetve

(nz, p) paraméterekkel, akkor ezek konvollcidja ismét binomialis
eloszlas, mégpedig (n1 + np, p) paraméterekkel:

i’j:;j:k (f7i1>pi(1 —p)m—i (’;2)pi(1 _p)re — <n1 nl: nz) oK (1—p)m+nek.

@ Ha ¢ és 7 fuggetlen normélis eloszlastak (my,o?) illetve
(ma, 03) paraméterekkel, akkor ezek konvolucidja ismét normalis
eloszlas, mégpedig (my + my, 02 + 03) paraméterekkel:

o) 1 ~ (u—my )2 1 . (x—u—m2)2 1 (x—my —m2)2
202 202 _ 2(0’2+o'2)
e 1 e 2 dy=—— ¢ 1to2)
—oo V2mo1 Varoo Vor /012 + U%

Losonczi Laszl6, Pap Gyula (DE) Gazdasagi matematika II. 20010/11 tanéy, Il. félév 156 /187



14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.6 Varhato érték

Intuicio:

Tekintslink egy ¢ : Q — R diszkrét valészinliségi valtozot xi, .
lehetséges értékekkel.

n flggetlen kisérletet hajtunk végre

A = {¢ = xx} relativ gyakorisaga

L XN

n(Ak) =~ P(Ax) = P{€ = X},

ezértaz x, értéket korulbelll n-P{¢ = xx} esetben kapjuk, igy
a megfigyelt értékek atlaga korilbelil

N N
IS xen PE =) =Y x Ple = x).
k=1 k=1
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14.6 Varhato érték

Val6szinliségi valtoz6 varhato értéke

Ha ¢:Q — R diszkrét valoszinliségi valtozd xi, x»,... lehetséges
értékekkel, akkor az

E¢:=> X P{&=xi}
K

mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezzik, amennyiben ez a sor
abszolut konvergens, azaz ), |xk| - P{{ = Xk} < oc.

Ha ¢:Q — R egy abszolut folytonos valészinliségi valtozd, melynek
suruségfiuggvénye f; : R — [0,00), akkor az

E¢ = /Oo X fe(x) dx

—00
mennyiséget a ¢ varhato értékének nevezzik, amennyiben ez az
improprius integral abszolut konvergens, azaz [~ [x|fz(x) dx < oc.
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14.6 Varhato érték
Példak:
@ Ha ¢ binomidlis eloszlast (n,p) paraméterekkel, akkor

Ec=> k- (J)p-prt=m
k=0

© Ha egy egységnyi oldali négyzetben valasztunk egyenletes
eloszlas szerint egy pontot, és ¢ jeldli a pontnak a legk6zelebbi
oldaltl val6 tavolsagat, akkor E¢ = £, hiszen

0 hax <0
- 4—-8x haxel0,1],
Fe)={1—(1-2x2 haxe[0,}], f(x)= 2
e) ( %) X [1 2h () {O egyébként,
1 ha x > 3,
1/2 x=1/2
Efz/ x(4 — 8x)dx = {2x2—8x3} :1.
0 3 |0 6
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14.6 Varhato érték

© Az A és B jatékosok a kbvetkezd jatékot jatszak. Felvaltva
dobnak egy szabalyos érmét; A kezd, és az nyer, akinek el6sz6r
sikertl fejet dobnia. Az elsé dobasnal 2-2 forintot tesznek be, és
minden dobas elbtt duplazzak a tétet, azaz ha az n-edik dobasra
sikerlil fejet dobni és n paratlan, akkor A nyer 2" forintot B-t6l,
ha pedig n paros, akkor B nyer 2" forintot A-tdl. Mennyi az A
illetve B jatékos varhato nyereménye?
Jelblie € az A jatékos nyereményét (mely pozitiv, ha A nyer, és
negativ, ha A veszit). Ekkor ¢ lehetséges értékei 2, —4, 8, —16,
.. és Ple=2)=1, P{¢=-4} =1, ... Mivel

1 1

1
.= R B 14+14+... =
2 2+4 4+8 gt T+1+1+ 00,

igy ¢ varhat6 értéke nem létezik!
© Legyen ¢ olyan val6szinliségi valtozo, melynek siriiségflggvénye
fe(x) = ey Ekkor nem létezik E¢, mert [ dx = cc.

m(1+x2)
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14.6 Varhato érték

Varhato érték tulajdonsagai

Ha ¢ és n valoszinliségi valtozdk és a,b € R, akkor
@ E(a¢) = a E¢ (homogenités)
E(¢ +1n) = E¢+ En (additivitas)
E(a¢+ bn) =aE¢+ b En (linearitas)
ha ¢ és n flggetlenek, akkor E(¢én) =E&-En
ha ¢ <n, akkor E¢ < En (monotonitas)
ha ¢ >0, akkor E£ > 0 (pozitivitas)
El¢ < |E¢]
E |¢n| < VEE En? (Cauchy-Schwartz egyenlétlenség)
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14.6 Varhato érték

Valbszinliségi valtozo fliggvényének varhatd értéke
Legyen g: R — R.

Ha ¢ diszkrét valészinliségi valtozé xi, xo,... lehetséges értékekkel,
akkor
Eg(&) =) g(x)-P{& = x},
K
amennyiben ez a sor abszolut konvergens.

Ha ¢ abszolut folytonos valdszinliségi valtozd f;
slrliségfiiggvénnyel, akkor

Eg(e) = [ " g(0) - f(x)dx,

amennyiben ez az improprius integral abszolut konvergens.
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14.6 Varhato érték

Valdszinliségi vektorvaltozo fliggvényének varhatd értéke
Legyen g: R — R2.

Ha ¢ és n diszkrét valészinliségi valtozék xi, Xo, ..., illetve
Y1, Yo, ... lehetséges értékekkel, akkor
Eg(6,n) =D 9(xk. ye) - P{€ = xi,n = 1},
Kt

amennyiben ez a sor abszolut konvergens.

Ha (¢,7m) abszolut folytonos valdsziniisegi vektorvaltozo f;,,
strlségfliggvénnyel, akkor

Eg(&,n) / / 9(x,y) - fey(x, y)dxdy,

amennyiben ez az improprius integral abszolut konvergens.
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14.6 Varhato érték

Val6szinliségi véaltozo varianciaja / szérasnégyzete
var¢ = D?¢ = E [(¢ — E€)?].

Variancia / szérasnégyzet kiszamolasa

varé = E [(°—2¢ E¢+(E€)?] = E(¢%)-2 E&-E¢+(E&)® = E(¢?)—(E€)?,

igy ha ¢ diszkrét valészinliségi valtozoé xi, xo,... lehetséges
értékekkel, akkor

2
varé =) xg - P{¢=k} - (ZXk'P{fz k}) )
P P

ha pedig ¢ abszollt folytonos valoszinliségi valtozé f;
strlségfliggvénnyel, akkor

varé = /_Z X2 fe(x) dx — </_C: xfe(X) dx>2.
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14.6 Varhato érték

Variancia / szérasnégyzet tulajdonsagai

Ha ¢ és n valoszinliségi valtozdk és a € R, akkor
@ var({ + a) = var¢ (eltoldsinvariancia)
@ var(c- &) = ¢®-varé (homogenitas)

@ ha ¢ és n fuggetlenek, akkor var(¢ +n) =varé + varyg
(additivitas)

Val6szinliségi valtozok kovariancigja
cov(,n) == E[(¢€ —E&)(n— En)]
Addicios képlet

Ha ¢ és n valoszinliségi valtozok, akkor

var(¢ +n) =varé + 2 cov(&,n) + varn
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.6 Varhato érték

Példa:

Legyen n standard normalis eloszlasu, azaz normalis eloszlasu
(0,1) paraméterekkel. Ekkor

x=L

1 o 2 1 2 /07 %X=
Ep— L a—X5/2 _ [ —x</2 —
n m/_mx e dx = \E}Z:lr:oo[ e }X:K 0,

E(n?) = \/12?/ x2e /2 4x

_ 1 [—xe_xz/z} Zio + Vor /—oo

varn = E(n?) — (En)2 =1.

e /2 dx = 1,
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.6 Varhato érték

Ha pedig ¢ normalis eloszlasu (m,o?) paraméterekkel, akkor

5:0—'77+m7
ahol

7’]:
g

standard normalis eloszlasu, hiszen n eloszlasfliggvénye

Fo(x)=P{n<x} =P {5 ;m < x} =P{¢{ <o-x+m} = Fe(o-x+m),
igy n slrlségfiggvénye

f’V](X) = F7/7(X) =0 - Fé(ax—i— m) =0 - fg(UX-l- m) — 126)(2/2,
s
ezért

E¢=c-En+m=m, var{=o? varn=o°
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.6 Varhato érték

Valbszinliségi valtozok korrelacios egyitthatdja
cov(¢, n)
Vvvarg -varn

Ha corr(¢,n) = 0 azaz cov(&,n) =0, akkor azt mondjuk, hogy
¢ és n korrelalatlanok.

corr(§, n) :=

Ha
corr(¢,n) >0 azaz cov({,n) >0,

akkor ¢ és 7 pozitivan korrelaltak, ha pedig

corr(¢,n) <0 azaz cov({,n) <0,
akkor ¢ és 71 negativan korrelaltak.

v

Ha ¢ és n flggetlenek, akkor £ és 7 korrelalatlanok, de ez forditva
altalaban nem igaz.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.6 Varhato érték

Példa: Legyena (&, n) valdszinliségi vektorvaltozé egyenletes
eloszlasu a (—1,0), (0,—1), (0,1) és (1,0) pontokon, azaz

1
Ekkor E€¢ =En =0 és E({n) =0 miatt
cov(é,m) =E(§n) —ES-En=0,

azaz ¢ és n korrelalatlanok, viszont a peremeloszlasok

Ple= 1} =P =1} =1, P{c=0}=]

Pln=-1}=Pn=1}=,, P{n=0}=
ezért ¢ és n nem fliggetlenek, hiszen példaul

Ple=1m=01=,, P{E=1}-Pl=0} =

Bl =N
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.6 Varhato érték

Kovariancia és korrelacios egyutthato tulajdonsagai
@ varé = cov(¢,¢§)
@ Ha ¢ és n valdszinliségi valtozok, akkor

cov(&,n) = cov(n,§), corr(&,m) = corr(n, &) (szimmetria)

@ Ha &,...,&, és n1,...,nm valoszinlségi valtozok és
ai,...,an bq,...,bm € R, akkor
n

n m m
cov (Z aigi, Y bjn,) => ") abjcov(¢, ) (bilinearitas)
P =

i=1 j=1

@ |corr(§,m)| <1, és |corr(¢,n)| =1 akkor és csak akkor, ha
valamely a# 0 és b valés szamokkal P{n=a-¢{+ b} =1
teljesdl; itt a > 0 illetve a < 0 aszerint, hogy corr(&,n) = 1
illetve corr(&,n) = —1.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.6 Varhato érték

Momentumok, ferdeség, csucsossag / lapultsag

Legyen ¢ valbszinliségi valtozé, k pozitiv egész. Ekkor
@ k-adik momentum: E(¢)
o k-adik centralis momentum: E [(¢ — E¢)X]
o k-adik abszoltiit momentum: E (|¢|¥)
o k-adik abszoltt centralis momentum: E [|¢ — E¢[¥]

E [(€-E¢)?]

o ferdeség:

(E[(€ — E€)2])*?
E[-E®Y
(E[(¢ — E€)2))

Tehat E¢ az els6 momentum, var¢ pedig a masodik (abszolut)
centralis momentum

@ csucsossag:
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.6 Varhato érték

Ha a,be R és a+#0, akkor £ és a& + b ferdesége, illetve ¢ és
a¢ + b csucsossaga megegyezik. J

Példa: Legyen n standard normalis eloszlasu. Ekkor En=0, varn=1,

E(n®) = \/12?/ x3eX/2dx =0,

) r/ e ax
= [

ezért n ferdesége és csucsossaga is 0.

_x2/2 dx =3 E(nZ) — 37

Ha ¢ normalis eloszlast (m,o?) paraméterekkel, akkor ¢ = on+ m,
ahol 7 standard normalis eloszlasu, ezért ¢ ferdesége és
csucsossaga is 0.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.6 Varhato érték

Val6szinliségi valtozo kvantilisei, medianja, interkvartilise

Legyen g€ (0,1). A ¢cq € R szam g-kvantilise a ¢ valdszinliségi
valtozonak, ha

P{¢<cg}<q, és P{¢>cgl<1-q.
Az }-kvantilist mediannak nevezzik.

Az c3/4 — Cy/4 KUlONbséget interkvartilisnek nevezzik.

Legyen

a:=inf{xeR:P{{>x} <1-q}, b:=sup{xeR:P{{<x}<q}.

Ekkor a< b, ésegy c € R szam akkor és csak akkor g-kvantilise
&-nek,ha a<c<b.

Szoktak csak az 22 szamot tekinteni a g-kvantilisnek.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.6 Varhato érték

Valbszinliségi valtozé kvantilisei

@ Haaz F¢(x)= q egyenletnek van megoldasa de csak egy, akkor
ezaz F;'(q) megoldas az egyetlen g—kvantilis.

@ Haaz F:(x)= q egyenletnek nincs megoldasa, akkor egyetlen
g—kvantilis van, mégpedig az a szam, ahol az F. fliggvény
atugorjaa g szamot.

@ Haaz F¢(x)=q egyenletnek tébb megoldasa van, akkor a
megoldashalmaz az (a, b] vagy [a, b] intervallum, és a
g-kvantilisek éppen az [a, b] intervallum pontjai.
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.6 Varhato érték

Val6szinliségi valtozo6 kvantilisei médusza

Ha ¢ diszkrét valoszinliségi valtozé xq, xo,... lehetséges értékekkel,
akkor az x; szam modusza ¢—nek, ha x;—t a legnagyobb
valoszinliséggel veszi fel, azaz

P{{ =x}= Sl;p P{& = xk}.

Ha ¢ abszolut folytonos valdszinliségi valtozd f;
slriségfiiggvénnyel, akkor az x szam modusza ¢-nek, ha x

e

globalis maximumhelye a sirliségfliggvénynek, azaz

fe(x) = sup fe(y).
yeR
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.7 Fontos eloszlasok
p paraméter( Bernoulli-eloszlas
A esemeény, p:= P(A)

1 ha A bekovetkezik,
0 ha A nem kovetkezik be

&=k (A) = {

diszkrét valoszinliségi valtozo; lehetséges értékei: 0 és 1, eloszlasa

P{¢=1}=p, P{¢=0}=1-p.
Ezt az eloszlast p paraméterii Bernoulli—eloszlasnak nevezzik.

Nyilvan
E¢=p-1+(1-p)-0=p,
E(¢®)=p-12+(1 —p)-0*=p,
varé = E(¢?) — (E€)? =p—p° = p(1 — p).
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.7 Fontos eloszlasok

(n, p) paraméter(i Binomidlis eloszlas

A esemény, p:= P(A); n flggetlen kisérlet; A gyakorisaga:
¢ .= kn(A) diszkrét valdsziniiségi valtozo; lehetséges értékeinek
halmaza: {0,1,2,...,n}, eloszlasa

P{¢ =k} = (Z) p(1—p)t

1 ha A bekov. az i—edik alkalommal,
0 egyébkeént,

akkor £ =& +---+&n, €s &4,...,&n fUggetlen, p paraméterl
Bernoulli-eloszlastak. Ezért

E¢=E& +-+E&=np,
varé =varéy +---+varé, = np(1 — p).
Modusza: |[(n+1)p], ésmég [(n+1)p] —1 is,ha (n+ 1)p egész.

Ha &=
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.7 Fontos eloszlasok

(n, M;N — M) paraméter(i hipergeometrikus eloszlas

Egy dobozban M piros és N — M fekete goly6 van (M < N).
Visszatevés nélkil huzunk ki n golyot (n < N), és ¢ jeldli a kihtzott
piros golyok szamat. Ekkor ¢ olyan k értékeket vehet fel, melyre
teliesil 0 <k <n, k<M, és n— k<N — M, eloszlasa

)

(%)

akkor £ =& +---+¢&p, €sa

P¢ = K} =

v

0 egyébként,
&1,...,&n valoszinliségi valtozok % paraméter(i Bernoulli-eloszlasuak,
DE NEM FUGGETLENEK! Példaul i+ j esetén

P{€f=1,€/=1}=W, P{£i:1}=P{§,=1}:%.

Ha ¢ — {1 ha az i—edik golyo piros,
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.7 Fontos eloszlasok

EE=E& + - +EG=n. o

varé§ = COV(&?&) = cov (Z &i, Z£j>
=1 j=t
=> " cov(¢,§) = Zvarg, +2 ) cov(&, &),
i=1 j=1 1<i<j<n
ahol
M M M(M — N
Val’f,- = N (1 - N) ) COV(é_,,f/) I\M7
igy
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.7 Fontos eloszlasok

p paraméteri(l elsérend{ negativ binomialis eloszlas

A esemény, p:=P(A), melyre 0 < p < 1. Jeldlie ¢ := az A elsd
bekbvetkezéséhez sziikséges fliggetlen kisérletek szamat; lehetséges
értékei: 1,2,...,00, eloszlasa: P{{ =0} =0, és

Ple=kl=p-(1-p)f ",  k=1,2,....

E¢=) k-p(1—p) " =p> ki,
k=1 k=1
ahol g:=1—-p, és
/
o o o 1 ! 1
D kd T =) (") = (Z q") = ( > = 5
k=1 k=1 k=0 1-q (1-9q)
gy 1 1
E == — = —,
$=P (1-92 »p
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.7 Fontos eloszlasok

E(®) =) K -p(1-p) =) [k+k(k—1)] -p(1—p)
k=1 k=1

=p> kad“ "+ pgd> k(k-1)g"2,
k=1 k=1

ahol
o0 (o) (o] " 1 " 2
k(k — 1 k72: k//: k :< > _ :
kz_; (k—1)q ;(q) (kz_%q> —3) " ap
igy
1 2 2—-p
E(?) = - +pq- = :
(&) p Pl A=qR T P
Veégll
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.7 Fontos eloszlasok

A paraméterl Poisson-eloszlas

k
P{g:k}:%e_’\, k=0,1,..., ahol X > 0.
- )‘k -\ -\ - )‘k - = )\6-1—1 Ay LA
E§:Zk-ﬂe =e Z(k—1)!:e ZTZC Ae” = A,
k=0 k=1 (=0
2 S 2 )‘k A S )‘k A
E(®)=> k e :Z[k+k(k—1)}-ﬂe‘
k=0 ’ k=0 '

0 )\k 0 )\£+2
=A+e ) = +e Y T =242
kz_;(k—Z)! @; 1

varé = A+ A% — X% =\
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.7 Fontos eloszlasok

Egyenletes eloszlas az {1,2,...,N} halmazon

E({Z):Zkz /1\/:N(N+16)/E/2N+1):(N+1)é2N+1)a
k=1
2 o
vargz(N+1)é2N+1)_(N:1) :N121
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.7 Fontos eloszlasok

Egyenletes eloszlas az |[a, b] intervallumon

0 ha x < a,

1
Fe(x) = 2:: ha a< x <b, fg(x):{é)a .
1 ha x > b. egyebxen

haa<x<b

¢=a+ (b—a)-n ahol n egyenletes eloszlasu a [0, 1]
intervallumon, hiszen

0 y <
P{n<y}=P{i:Z<y}=P{£<a+(b—a)y}= y hao<y<i
1 y>
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.7 Fontos eloszlasok

ezért
b-a a+b

E¢=a+(b—a)En=a+ 5 5

varé = (b— a)’varn =
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS

14.7 Fontos eloszlasok

A paraméteri exponencidlis eloszlas

0 ha x<0
f = ’ ahol \ > 0.
€(x) {)\e—“ ha x >0,

[ee] =00 o0 X=00
E¢ :/ xde Mdx = [—Xe_)‘x}x +/ e Mdx = [—1e‘“] _1
0 0 A

x=0 x=0

%) X—00 %)
E(?) = / x?he M dx = {—xze*)‘x} + 2/ xe M dx
0 x=0 0
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14. VALOSZINUSEGSZAMITAS
14.7 Fontos eloszlasok

(m, 0?) paraméter(i normélis eloszlas

fe(x) = N e 202 | x R, ahol meR, o> 0.

E¢=m, varé = o2, ferdesége 0, csticsossaga 0.
Eloszlasfliggvénye:

1 X m?
Fg(X):\/Z?O-/_ e 22 du, x cR.

Tovabba ¢ = o -n+ m, ahol n standard normalis eloszlasu, azaz
paraméterei m=0, o =1 igy eloszlasfliggvénye

1 X
d(x) = Fy(x) = \/27/ e /2 du, x R,

melynek értékei tablazatokban megtalalhatdk.
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