Vektorterek

TObb esetben talalkozhattunk olyan strukturaval, ahol az
Osszeadas és a (valds) szammal vald szorzas értelmezett, pl. a
szabadvektorok esetében, vagy a fuggvények korében, vagy a
matrixok esetében. Ezek k0zOs vizsgalatat teszi lehetdvé a
vektortér fogalma.

Definicio. Egy V #= 0 halmazt valos vektortérnek neveziink, ha
V-ben értelmezett az 0sszeadas mdivelete, melyre teljesiilnek
az alabbi tulajdonsagok

Va,beV . a+b=b+4a
Va,bceV: (a+b)+c=a+ (b+c)

30€V: a+0=a



VaeVI(—a)eV: a+(—a) =0

tovabba minden AeR valos szam esetén értelmezett az un. -
val valo szorzas, mely aeV-hez Aa-t rendeli, s e hozzarendelés
teljesiti az alabbi tulajdonsagokat:

VA peR, aceV: (A4 pw)a = la—+ pa
VAER, a,beV : A(a 4 b) = Aa + \b

VAN peR, acV i (A p)a= A(ua)

l-a=a

e Komplex vektortér ugyanigy értelmezhetd, ha a fenti
definicioban a valos szam fogalmat a komplex szam
fogalmara cseréljuk.



e A tovabbiakban azt a valds vagy komplex szamtestet,
mely elemeivel szorozhatunk a vektortérben, skalartestként
emlitjuk; e szorzast skalarral vald szorzasnak szokas
nevezni. Szamos vizsgalatban Iényegtelen, hogy a skalartest
a valos vagy a komplex szamtest, de némely vizsgalatban
fontos lesz. Ilyenkor felhivjuk majd a figyelmet az eltérésre.

e Két valdés Vi és Vs vektorteret izomorfnak mondunk, ha
van kOzottuk olyan f: V7 — V5 bijekcio, amely miivelettarto,
azaz
f(a+0b) = f(a) + f(b) és f(ha) = Af(a) teljeslil minden
a,beVq és AeR esetén. Ilyenkor a két vektortér miveleteik
szempontjabol azonosnak tekinthetd.

Példak. 1) Legyen neN egy rogzitett természetes szam. R"
jeloli a valés (rendezett) szam-n-esek halmazat (R n-szeres



Descartes szorzata dnmagaval). R™-ben az dsszeadast, s a A
skalarral valdo szorzast komponensenként értelmezzuk:

(x].w"axn)_l_(yla"'ayn) L= (331+y1,...,33n—|-yn)

AMx1,...,2n) ;= (Ax1,...,A\TR)

Konnyu ellendrizni, hogy az igy értelmezett 0Osszeadas és
skalarral vald szorzas valoban teljesiti a vektorterektdl elvart
tulajdonsagokat, ami azt jelenti, hogy R"™ valos vektortér a
most értelmezett miveletekkel.

Ez a példa azért kulondosen fontos, mert mint késbébb latni
fogjuk, minden n dimenzios valos vektortér izomorf R"™-nel.

Megjegyzendd, hogy a C komplex szamtestbdl kiindulva
ugyanigy értelmezhetd C™ komplex szam-n-esek komplex
vektortere.



2) Tekintsik a (kozépiskolaban megismert) sik vagy tér vek-

torait. (Szokas szabadvektoroknak nevezni 6ket, megkluldonboztetendd
a vektorfogalom altalanosabb fogalmatdl.) Itt két vektor
0sszege 0Osszeflzési eljarassal vagy a paralelogramma atlojaval
értelmezhetd, a M\ skalarral vald szorzas pedig A aranyu
kozéppontos hasonldsaggal.

3) Tekintsiink most egy tetszbleges nemires X halmazt, s az
0sszes X-en értelmezett valos fuggvényt:
V ={f: X—R}

E fuggvénytérben az 0Osszeadas és a M-val vald szorzas
szokasosan értelmezett:

(f+9)(@) =fz) +g(x) (ze€X)
AN)@) =Af(z) (zeX)



Nyilvanvaldan teljesulnek a vektortér-tulajdonsagok, tehat a
V' fuggvénytér valos vektortér. Ha komplex értéki f: X —
C fuggvényeket tekintunk, ily modon komplex vektortérhez
jutunk. Specialis eseteket kapunk, ha X-et konkrétan
megvalasztjuk. Pl. X = N esetén adodik, hogy a valos
szamsorozatok is valos vektorteret alkotnak.

4) Legyen n € N rogzitett, s tekintsiik a legfeljebb n-edfoku
polinomok 7P, halmazat. Az 0OSsszeadas és skalarral vald
SzOorzas ugy €értelmezett, mint a fuggvények korében szokasos.
Lathatjuk azonban, hogy egy p(z) = anx"™+...4+a1x+ag €S egy
g(x) =bpx"™ 4+ ...+ bix + by polinom Osszege egylitthatokként
képzodik:

(p+a)(@) = (an +bp)z" + ... 4+ (a1 + b1)x + (ao + bo)



Ebbdl kdnnyen adddik, hogy P, és R"T1 izomorf vektorterek,
mivel a

p(z) = anz™ + ...+ a1z + ag€Pn — (am,...,a1,a9) € RV L

leképezés bijekcio és mivelettartd (izomorfizmus).



Linearis fuggdség

Tekintsuk az aq1,a9,...,ar €V vektorrendszert. Ha b = aja1 +
...+ apap, akkor azt mondjuk, hogy b linearis kombinacioja
az ai,an,...,ar vektoroknak. Ilyenkor azt is mondjuk, hogy b

linearisan van kifejezve a vektorrendszerrel.
Két kérdésre keressuk a valaszt:

1) ha b elballithatdé az aq,an,...,a; vektorrendszerrel, milyen
esetben egyértelmi ez az eldallitas,

2) vajon minden b € V vektor elballithaté-e a megadott
ai,an,...,ar vektorrendszerbdl.

Egy aq,ao,...,a; legalabb 2 tagu vektorrendszert linearisan
figgének mondunk, ha valamely vektora linearis kombinacioja



a vektorrendszer tobbi vektoranak. 1 elemu a 'vektorrendszert’
linarisan fuggbnek akkor mondunk, ha a = 0. Egy
ai,ao,...,a, Vektorrendszer Ilinearisan fliggetlen, ha nem
linearisan fuggd. Ez azt jelenti legalabb 2 tagu vektorrendszer
esetében, hogy kozuluk egyik sem fejezhetd ki a tobbi linearis
kombinacidjaként.

e A linearisan fuggetlen vektorrendszereket jellemzi azon tu-
lajdonsaguk, hogy vektoraibdl a zérusvektor csak trivialisan
allithato eld, azaz

a@1al + ... + arap. = 0 csak ugy lehetséges, ha a; =

O,...,ar. = 0. Ugyanis, ha masféleképp is lehetséges,
(@7 L.

pl. a;, # 0, akkor ap = (——)ag + ...+ (——%"YYa,_4, azaz
897 897

ap. linearisan kifejezhetd aq,ap,...,ar_1-¢€l.



e A linearisan fuggd vektorrendszereket az jellemzi, hogy
tagjaibol a zérusvektor nemcsak trividlisan (csupa O
egyutthatokkal) allithaté el6. Valdéban, ha ap = aja; +
R Ap_10k_1, akkor O = a1a1 4+ ...+ Ap_10E_1 -+ (—1)ak.

e Ha egy vektorrendszer nem tartalmazza a zérusvektort,
akkor pontosan akkor linearisan fuggd, ha valamely vektora
elball az elbtte allok linearis kombinacidjaként. Ugyanis
van olyan tag a vektorrendszerben, melyre aq,...,a;
linearisan fiuggd, de ajp,...,a;_1 Meg nem, hiszen a1 #
O egyedul nem linearisan fuggd. Ilyenkor a; linearisan
kifejezhetd aq,...,a;_1-€l.

Allitas. Egyay,...,a; vektorrendszer pontosan akkor linedarisan
fliiggtelen, ha a V vektortér tetszblges b & V vektora



legfeljebb egyféleképpen fejezhetd ki linearisan az aq,...,a
vektorrendszer tagjaival.

Bizonyitas. Ha b = aja; + ... + agar = o/lal 4+ ...+ oz;cak
teljesul, akkor

(a1 —af)ar + ...+ (o) — al)ag, = 0.

Ezért ay,...,ay linedris fliggetlenségebdl (a1 —ai) =0, ..., (ap—
oz%) = 0, sigy a; = of,...,o = oz;c kovetkezik, tehat a
két eldallitas azonos. Forditva, a zérusvektorra alkalmazva
a feltételt, adodik aq,...,ar linearis fuggetlensége. O



Bazis és dimenzio

Egy aq,...,a; vektorrendszert generatorrendszemek nevezunk,
ha a vektortér barmely b vektora eldallithatd linearis kom-
binacioval az aj,...,ar vektorokbdl, azaz daj,...,ap € R

skalarok, hogy b = aja1 + ... + arar.. Ha egy V vektortérnek
van véges tagszamu generatorrendszere, akkor V-t végesen
generaltnak, vagy véges dimenziosnak mondjuk.

ai,...,ar Vektorrendszer bazis, ha linearisan fuggetlen és
generatorrendszer. Ilyenkor barmely b € V egyértelmuen
fejezhetd Ki linearisan az ay,...,a; bazis tagjaival:

VoeV 3 31,....8.€R b= p1a1+ ...+ Bras

Az itt fellepd (y,..., 0, skalarokat a b vektornak az aq,...,a
bazisra vonatkozo koordinatainak nevezzuk.



Most megmutatjuk, hogy egy végesen generalt vektortérben a
bazisok tagszama egyenlo.

Allitas. Ha aq,...,a; bazis és by,...,b; is bazis V-ben, akkor
k=1.

Bizonyitas. Az aq,...,a; bazisbol hagyjuk el az elsO vek-
tort. as,...,ar nhem bazis, mert a1 nem fejezhetd Ki
vele. ap,...,ar,b1,...,b; linearisan fuggd generatorrendszer,

mert generatorrendszer boOvitése. Sorban haladva, egyesével
hagyjuk el azokat a b; vektorokat, amelyek a elbtte alloknak
linearis kombinacidja. A megmarado vektorrendszer generatorrendszer
és linearisan fuggetlen, tehat bazis. Néhany, legalabb 1
b; vektor megmaradt a vektorrendszerben, mert ao,...,a.
onmagaban nem bazis. A kovetkez0 Iépésben asr-t hagyjuk el,
S egészitjuk ki az Osszes bq,...,b; vektorokkal, majd elhagyjuk



a felesleges b;-ket, mint elObb. Ujra bazishoz jutunk. Foly-
tatva agz-al, stb. végul ai-t is elhagyva, olyan bazishoz jutunk
k 1épésben, mely bizonyos b; vektorokbdl all. Minden Iépésben
legalabb egy b; vektor bekerult a bazisba, de ugyanaz nem sz-
erepelhet kétszer, ezért k < [. Felcserélve a két eredeti bazis
szerepét [ < k adddik, tehat £ = 1. O

Definicio. Végesen generalt vektortér bazisainak kozos
tagszamat a vektortér dimenzidjanak nevezziik.

Példa. 1) Tekintsik R"™ben az e; = (1,0,...,0),en =
(0,1,...,0),...,

en = (0,...,0,1), vektorokat. Konnyen lahatjuk, hogy
e1,€o,...,en, bazis R™ben; neve természetes vagy kanonikus
bazis. eq,en,...,en linearisan fuggetien, mert ha «aqe; +

—I_Oénen — (0,0,...,O), akkor (Oé]_,,a{n) — (0,0,...,O),



azaz a1 = 0,...,an, = 0. Generatorrendszer, hiszen ha
x = (x1,...,zn) € R™ tetszbleges vektor, akkor nyilvan z =
rie1 + ... + xznen. Ez azt is jelenti, hogy R"-ben egy
vektornak a természetes bazisra vonatkozo koordinatai éppen
a komponensei.

2) A tér szabadvektorai vektorterének bazisat kaphatjuk ugy,
hogy ha tekintink négy nem komplanaris (nem egysiku)

0O, Aq1,A>, Az pontot. Ekkor az OA1,0A>, OA3 szabadvektorok
bazist adnak.

Megjegyzés. Legyen aq,...,an €gy rogzitett bazisa a n
dimenzidés V valos vektortérnek. Jeldlje x:V — R™ az e
bazishoz tartozé koordinataleképezést: x(b) = (81,...,0n),

ha b = B1a1 + ...+ Brnan. A k koordinataleképezés bijektiv,
hiszen a koordinatak egyértelmien meghatarozzak a vektort,



S minden szam-n-es valamely vektornak koordinata n-ese. k
muavelettarto is, hiszen

k(b+c)=B1+71,.---,08n+ ) =
= (B1,--++6n) + (v1,-- -, ) = £(b) + Kk(c)

K(Ab) = (AB1, ..., ABn) = A(B1,- -, Bn) = Ar(b)

Ez azt jelenti, hogy V izomorf R"-el. EbbS6I az is adodik,

hogy barmely két azonos dimenzidju valos vektortér izomorf
egymassal.



Altér és rang

A V vektortér egy nemures L részhalmazat altémek mondjuk,
ha a linearis kombinacid képzés nem '"vezet ki’ L-bdl, azaz
barmely a,b € L és o,8 € R esetén aa + b € L. Ilyenkor az
L altér is vektortér, hiszen egyrészt a muveleti tulajdonsagok
oroklodnek L-re,masrészt a zérusvektor O -a = 0O miatt van
benne L-ben, a (—a) inverz pedig —a = (—1)a miatt.

Minden vektortérben van két trivialis altér, egyik a csak a
zérusvektort tartalmazo Lo = {0} zérusaltér, masik L = V.
Nem trivialis példa: 1) A tér szabadvektorai vektorterében
egy adott sikkal parhuzamos szabadvektorok alteret alkotnak.
2) R2-ben pl. L = {(z,0) |z € R} altér. 3) Ps-ben pl. L = P>
altér.



Definicio. Egy adott ay,...,a; vektorrendszer altal generalt
alternek mondjuk aza, . ..,a; vektorrendszer tagjaibol kepezheto
0sszes linearis kombinaciok halmazat:

L(a1,...,a) ={aia1+ ... +arar |aq,...,a, R}

Ez nyilvanvaldan altér, sOt a legszikebb olyan altér, mely
tartalmazza az Osszes aiq,...,ar Vvektort. A legszikebb
kifejezés azt jelenti, hogy a generalt L(aq,...,ar) altér benne
van minden olyan altérben, mely tartalmazza az 0sszes
ai,...,ap vektort.

Lathatjuk, hogy aq,...,a; generatorrendszer az L(a1,...,ax)
altérben, de nem mindig bazis, csak ha linearisan fuggetlen.



Definicio. Az L(ai,...,ar) generalt altér dimenziojat az

ai,...,a Vektorrendszer rangjanak nevezziik. Jele: rg(a1,...,a).
Altalaban rg(aq,...,a;) < k, egyenléség pontosan akkor
teljesul, ha aq,...,a; linearisan fuggetlen. Ha ay,...,a%

linearisan fuggd, sorban elhagyhatjuk beldle az olyan vek-
torokat, melyek linedarisan kifejezhet&ék a megmaradokkal. Igy
VEgul olyan részrendszerhez jutunk, mely linearisan fuggetlen
és generatorrendszer, tehat bazis L(a1,...,ax)-ban.

Allitas. Az ai,...,ap Vektorrendszer rangja megegyezik
maximalis linearisan fliggetlen részrendszerének tagszamaval.

Bizonyitas. Ha pl. aq1,...,ar maximalis linearisan fuggetlen
részrendszere az aq,...,a; VvVektorrendszernek, akkor bazis



L(a1,...,aE)-ban. Ugyanis, barmely a;,j > r + 1 esetén
ai,--.,ar,a; linearisan fuggd, s igy aj = aiai + ... 4+ arar.
Mivel barmely be L(aq,...,a;) Kifejezhetd linearisan aq,...,a.-
val, ezért aq,...,ar-rel is. Tehat rg(aqi,...,ar) =r. O

Allitas. Egy aq,...,a; vektorrendszer rangja nem valtozik, ha
— megvaltoztatjuk a vektorok sorrendjét,
— valamely tagjat A\ #+= 0 skalarral szorozzuk,

— valamely vektorahoz egy masik vektorat hozzaadjuk.

Bizonyitas. Tobbet I[atunk Dbe: a generalt altér sem
valtozik. A harmadik esetben pl. L(a1 + ap,ap,...,ar) =
L(ay,ap,...,a), mert aj+an,an,...,ap€L(ay,an,...,a;) miatt



a generalt altér fogalmanak minimum tulajdonsaga szerint

L(al —|—aQ,aQ,...,ak)Cﬁ(al,aQ,...,ak), S hasonldan
a1 = (a1 +an) —an,an,.. .,akeﬁ(al + ar,ano, .. .,ak) miatt,
L(aq +a2,a2,...,ak)CL(al,aQ,...,ak). O

Ez utobbi allitas — mely leirja a rangmegtarto atalakitasokat
— hatékonyan alkalmazhatd konkrét vektorterekben adott
vektorrendszerek rangjanak meghatarozasara.



