Tobbvaltozos fuggvények differencialhatosaga

Az egyvaltozos fuggvenyek differencialhatdésagat a Iim fz) = f(zo)

L—T0 Tr — XQ
fuggvényhatarértékkel definialtuk, s szemléletes jelentése ab-

ban mutatkozott meg, hogy a fuggvényt legjobban kozelitd
egyenes iranytangense éppen a differencialhanyados értéke.
A legjobb koOzelités itt most azt jelentette, hogy a linearis
figgvénynek (az egyenesnek) az eltérése a fiiggvénytdl (a
fliggvény gorbéjétdl) oly annyira kicsi, hogy még = — xpg-al 0s-
ztva is nullahoz tart. A tObbvaltozds fuggvények esetében is
ilyen, legjobban kozelitd, linearis fuggveényyel akarjuk kozeliteni
a fuggvényt. A linearis fuggvények R"-en (a,z) alakban ad-
hatok meg.



Definicio. Legyen f:D C R®" - R és xg € D. Az f fliggvényt
xo-ban differencialnatonak mondjuk, ha van olyan a € R™, hogy

i F@) = f(@o) = (a,z —z0) _
L0 |z — zol|
Iyenkor a-t f xg-beli differencialhanyadosanak vagy derivaltjanak
modjuk és D f(xg)-al jelbljik.

0.

Megjegyzés. A differencialhatdsag szemléletesen azt jelenti
pl. kétvaltozds fliggvény esetében, hogy a z = f(x,y)
feliilethez érint&sik illeszthetd az (xq, yo, f(xo,yo)) pontjaban.
Ez a sik a z = ajx 4+ a>y + f(xo,yg) egyenleti sik, ahol
(a1,a>) = Df(xg,yp) a derivaltvektor koordinatai.

Definicio. Az f-D Cc R — R fliggvény i-dik parcialis
differencialhnanyadossal rendelkezik xqg € R™-ban, ha a

i f(xo + te;) — f(zo)
t—0 t




hatarerték letezik, ahol eq,...,en R" természetes bazisa. Ezt
a hatarértéket 0;f(xg)-al jelbljiik, és xzg-beli i-dik parcialis
differencialhanyadosnak, vagy parcialis derivaltnak nevezziik.

Ha minden : = 1,...,n esetén I|étezik a fuggvény xg-beli
parcialis differencialhanyadosa, akkor f-et xzg-ban parcialisan

OF (20), Dif(x0).

differencialhatonak mondjuk. Mas szokasos jelolések: 5
X

e A definicio alapjan lathato, hogy a parcialis differencialhanyados
értelmezésében az f fuggvénynek csak az xg + te; egyenes
mentén felvett értékei szamitanak. Ilyenkor az f;(t) =
f(xg + te;) egyvaltozos fliggvényt képezziik, s ennek
t = O-beli derivaltja adja f xo-beli parcialis differ-
encialhanyadosat.



e Szemlétesen adodik a parcialis differencialhanyados je-
lentése: kétvaltozos f(x,y) figgvény esetében az (xqg,yo)-
on atmend x tengellyel (e1-el) parhuzamos és filiggdleges
(z tengellyel parhuzamos) sikkal metszve a z = f(x,vy)
feluletet, egy gorbét kapunk, mely érintdjének iranytangense
(az = tengellyel bezart szogének tangense) adja az = szer-
inti (azaz elsd) parcialis differencialhnanyadost.

A fuggvény differencialhatdésagat, szembeallitva a parcialis dif-
ferencialhatdésaggal, szoktak totalis differencialhatdésagnak is
nevezni. Ugyanis, e két fogalom szoros kapcsolatban all,
de nem azonos. A totalis differencialhatosagbdol kovetkezik
a parcialis, de forditva csak akkor, ha a parcialis de-
rivaltfuggvények folytonosak is.



Allitdas. Ha az f: D C R"® — R fiiggvény xzo-ban differencialhato,
akkor létezik minden ¢ = 1,...,n esetén a 0;f(xg) xo-beli
parcialis differencialhanyados is, és

Df(xzg) = (01f(x0),...,0nf(x0)).

Bizonyitas.
g FE I — g Ee e SRR = IR (D ) =
= Jim f(xo + te;) — f|(|f2')”— (Df(x0), te;) + (Df(x0),e) = (Df(z0),e:)

[

Allitdas. Ha f: D Cc R® — R fiiggvény xg € D egy kérnyezetében
parcialisan differencialhato és a parcialis derivaltfliggvények xg-
ban folytonosak, akkor f xg-ban totalisan is differencialhato.



Bizonyitas. Kétvaltozos fuggvény esetében irjuk le a bi-
zonyitast.

Legyen (zo,yp) € D C R2. Megmutatjuk, hogy

Df(zo,y0) = (01f(z0,y0),02f(zg,y0)).  Udyanis az ab-
szolutérték tulajdonsagai, s |h| < ||(h, k)||, |k| < ||(h, k)] alapjan
a Lagrange tétel kétszeri alkalmazasaval:

|f(xo + h,yo + k) — f(zo,y0) — O1f(x0,y0)h — 02 f(x0, yo)k| <

| Ch, k)| B
N | f(xo+ h,yo + k) — f(x0,y0 + k) — 01 f (=0, yo)h|_|_
- A
_|_|f(x07y0+k) _f(x(byO) —82f(560,y0)k5| _
| K| B

= |01f(zo + K, yo) — O1f(x0,y0)| + |02 f(x0, yo + k') — O2f (x0, y0)|
A parcialis derivaltak folytonossagabol adodik allitasunk. O]



Magasabb rendu parcialis derivaltak

Amennyiben xg € R" egy kOrnyezetében mindenutt értelmezett
valamely parcialis derivalt, akkor mint e kOrnyezeten értelmezett
n-valtozos fuggvényt parcialisan djra differencialhatjuk. Ekkor
kapjuk a masodrendu parcialis differencialnanyadosokat. Jelolése:
011 f jelenti a 01 f fuggvénynek az elsd, x1 szerinti parcialis de-
rivaltjat, d1of jelentése: a 01 f fuggvénynek a masodik, x> szer-
inti parcialis derivaltja. Tovabbhaladva, még magasabb rendu
(tobbszoros) parciadlis derivaltak is értelmezhetdk. Pl. 0>13f
harmadrendd parcialis derivalt, sorrendben a masodik, majd
els®, majd harmadik valtozo szerint. A magasabb rendlU de-
rivaltak képzésében a valtozok sorrendje nem szamit:

Allitas. Ha az f:D c R*® — R fiiggvény xzog € D
eqgy kornyezetében kétszer parcialisan differencialhato és a



masodrendl parcialis derivaltfiiggvények xg-ban folytonosak,
akkor a masodrendl vegyes parcialis derivaltak xg-ban mege-

gyeznek. Pl. 912f(xq) = 921 f(x0).

A bizonyitast melldzzuk.

Keétvaltozos fuggvéenyek szeélsoeérteke

Definicio. Az D C R2 — R kétvaltozos fiiggvénynek
helyi széls6érteke van (xq,yo)-ban, ha van (xg,yo)-nak olyan
G((x0,y0),e) nyilt kbrnyezete, hogy barmely (x,y) € D N
G((zo,y0),¢e)-ra f(z,y) < f(zo,y0) (helyi maximum) vagy

barmely (xz,y) € DN G((x0,y0),€)-ra f(z,y) > f(xo,y0) (helyi
minimum) .



Allitas. Ha f-nek helyi széls6értéke van (xzo,yp)-ban &s
parcialisan derivalhato (xq,yg)-ban, akkor a parcialis derivaltak
ott eltiinnek:

01f(xz0,y0) =0 és 0Orf(xp,y0) = 0.

Ez nyilvanvaléan kdvetkezik abbdl, hogy az f1(t) = f((zg,yp)+
teq) illetve az f>(t) = f((xg,yp)+ter) fliggvénynek szEélsGértéke
van t = 0-ban.

A most mondott feltétel — hasonldan az egyvaltozos fuggvények
esetéhez — szukséges, de nem elegendd feltétel. Ugyanis,
pl. az f(x,y) = xy figgvénynek (0,0)-ban nincs szélsGértéke,
noha 01 f(0,0) =0, 0>f(0,0) = 0.



Egy elégséges feltétel megfogalmazasahoz hasznaljuk a masodrendi
parcialis derivaltakkal képzett kétvaltozos R2-6n értelmezett

Q(h, k) = 011f(x0,y0)h? + 2012f(xg, yo)hk + O22f(z0, yg)k?
kvadratikus format.

Allitas. Ha azf: D Cc R? — R kétvaltozds fiiggvény értelmezési
tartomanyanak egy belsé (xg,yg) € D pontjaban a masodrend(i
parcialis derivaltak folytonosak, az elsbrendli parcialis de-
rivaltak értéke nulla: (91f(£€0,y0) = 0 és 82f(£60,y0) = 0,
és a Q(h,k) kvadratikus forma pozitiv definit, akkor az f
figgvénynek (xq,yg)-ban helyi minimuma van.

Bizonyitdas. Legyen o(t) = f(xg + th,yg + tk), 0 < t < 1.

Alkalmazzuk ¢-re 0-ban a Taylor polinommal valdo kozelitést.
Ekkor a maradéktag eldallitasa alapjan:

p(1) = $(0) +¢'(0) + ¢ (1)



valamely 0 <t < 1-re. Figyeljuk meg el0szor, hogy

¢’ (t) = 01 f(zg + th,yo + tk)h + Oof (zg =+ th,yo + tk)k

(Ezt az el6zd bizonyitashoz hasonléan lehetne igazolni.) Ebbdl
adodoan

" (t) = 011 f(xo+th, yo+tk)h*+2012 f (xo+th, yo+tk) hk~+02o f (xo-+th, yo+tk)k?
A feltétel miatt most ¢/(0) = 0, s igy
f(xo+ h,yo + k) — f(x0,y0) =

1
= 5(311f(33o+th, yo+tk)h*+2012 f (wo+th, yo+tk)hk+020 f (xo+th, yo+tk)k?)

Mivel Q(h,k) > O (h,k) # 0 esetén, a masodrend( parcialis
derivaltak folytonossaga miatt

f(xo + h,yo + k) — f(x0,y0) > O.

(zo,yp)-nak egy (elegendben Kis) kdrnyezetében. O



e Ha a tételben a @) kvadratikus forma negativ definit, akkor
a tovabbi feltételek teljesiilése esetén f-nek (xq,yg)-ban
helyi maximuma van.

e Egy kétvaltozés Q(h, k) = a11h?+2a1-hk+as-k? kvadratikus

forma pozitiv (negativ) definitsége — kodnnyen igazol-
hatéan — eldénthetd agq és det [ ‘11 912 ) = 411000 —
azi1 a2

a?, elGjele alapjan: @ pontosan akkor pozitiv (negativ)

definit, ha a3 > 0 (a11 < 0) és ajians —af, > 0.

e Belathatd az is, hogy ha @ indefinit, azaz mind pozitiv,
mind negativ értékeket felvesz, akkor f-nek nincs helyi
szEélsGértéke (xq, yo)-ban.



e Ha (Q-ra nem teljesulnek a fenti feltételek egyike sem, attol
még f-nek lehet ott helyi szélsbGértéke. Ilyenkor tovabbi
vizsgalat szukséges.

Példa. Az f(z,y) = 22 + zy + y2 fliggvény esetében
81 £(0,0) = 0 és 9, £(0,0) = O teljesiil, tovabba 811 (0,0) = 2,
012f(0,0) = 1, 922f(0,0) = 2, ezért 911f(0,0)022f(0,0) —
(812£(0,0))2 > 0 és 911 f(0,0) > 0 miatt f-nek (0,0)-ban helyi
minimuma van.

Feltételes szélsOérték-szamitas

Amennyiben egy két-, vagy tobbvaltozos fuggvény szélsdértékeit
keressuk azzal a megszoritassal, hogy a valtozok kozott
eqgy, vagy tobb oOsszefluggést feltételezliink, akkor feltételes
szélsGérték-szamitasrol beszélunk.



A legegyszeriibb esetben f(xz,y) kétvaltozos fiiggvény, s
egyetlen feltétel van: g¢g(x,y) = 0, melyet a valtozéknak
teljesiteniik kell. Az f(xz,y) fuggvényt tulajdonképpen csak
azon (x,y) valtozoparokra tekintjik, amelyek megengedettek,
azaz teljesitik a g(x,y) = 0 feltételt.

Altalanosabban, azaz harom-, vagy még tobbvaltozos fliggvény
esetében lehet akar egy, akar tobb — de kevesebb, mint a
valtozok szama — korlatozo feltétel a valtozokra. A Lagrange-
féle multiplikatoros eljaras olyan modszert ad, amely segithet
a szélsbértékhelyek megkeresésében.



A) Kétvaltozos fuggvény feltételes szélsGértéke egy
feltétel mellett

Legyenek adottak az f,g: D C R? — R kétvaltozés fliggvények.
Jelolje S a feltételi halmazt:

S = {(z,y) € R?|g(z,y) =0}.

Az f|5 S-re megszoritott fuggvény helyi szélsbértékhelyeit
nevezzik az f(xz,y) fluggvény g(xz,y) = 0 feltétel melletti
feltételes szélsGértékhelyeinek. Pontosabban, (zg,yg) € D
helyi feltételes minimumhelye f-nek, ha (zg,yg)-nak l|étezik
olyan § > 0 sugaru kdrnyezete, hogy minden (x,y) € G(xg,yg)N
S esetén f(x,y) > f(xo,yp). Maximumhely esetén az utolso
egyenlbtlenség forditva szerepel.

A Lagrange multiplikatoros eljaras alapja a kovetkez0 tétel,
mely — ugyan csak szukséges feltételeket ad a helyi szélsbérték



|étezésére, — a gyakorlati problémakban azonban jol alka-
lmazhato.

Allitas. Ha f,g:D c R? — R parcidlisan differencialhato
fliggvények, €s f-nek (xqg,yo)-ban feltételes széls6értéke van a
g(x,y) = 0 feltéetel mellett, tovabba Dg(xg,yg) = (0,0), akkor
van olyan \g € R, hogy az

L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y)

figgvénynek (xqg,vyo, \g) Stacionarius helye, azaz L mindegyik
(zo, Yo, N\o)-beli parcialis derivaltja nulla.

A tételben szerepld L fuggvényt Lagrange fuggvénynek, M-t
pedig multiplikatornak szoktak nevezni.

Bizonyitas. A Dbizonyitasban Kkihasznaljuk a kétvaltozos
fuggvényekbdl képzett 0sszetett fuggvények derivacios, n. lancszabalyat.



Eszerint, ha f:R2 — R, és p1,0>:R — R tipus fliggvények,
akkor az
F:R — R, F(z) = f(e1(), p2(z))

Osszetett fuggvény derivaltjat a kovetkezbképpen kapjuk:

F'(z) = 01f(z,o(x))p1 + 02f (z, o(x))p5(x),

ahol most 041 f, illetve 0>f az f fuggvény parcialis derivaltjait
jeloli.

Esetiinkben a g(xz,y) = O implicit egyenletbdl a tétel feltételei
miatt kifejezhetd az egyik valtozo, mondjuk y excplit y =
o(x) alakban, legalabbis xg egy kornyezetében. Ekkor
természetesen g(x, o(x)) = 0, s igy ezt derivalva zg-ban

019(x0,v0) + 929(x0,y0) ¥ (z0) =0



adodik. Masrészt, a g(xz,y) = 0 gorbe mentén tekintve csupan
f-et, az F(x) = f(x,p(x)) fuggvénynek helyi szélsGértéke van
ro-ban. Ezért F/(xg) = 0, s igy

01 f(z0,y0) + 02f (0, yo)¢¥'(zg) = O.
A fenti két egyenletbdl

/ _ 019(z0,90) / _ 01f(x0,90)
@ (z0) = 929(x0, yo) ¢ ¢lwo) 92 f(x0,yo)

adodik. Ezeket egyenldvé téve, atrendezve kapjuk, hogy

01f(x0,y0) _ 02f(x0,¥0)

019(z0,y0)  O29(z0,90)
Ezt a kOzOs értéket —Ap-lal jelOlve,

01 f(x0,y0) + A0019(x0,y0) =0

02 f(zo,yo) + Ao029(x0,y0) = O




adodik, mely ekvivalens a

01L(z0,y0,A0) =0

02L(xg,y0, o) =0

feltételrendszerrel. L harmadik parcialis derivaltjara au-
tomatikusan teljesul

03L(x0,y0, o) = 0,

ugyanis az tulajdonképpen a feltételi egyenlet: g(xg,yg) = O.

[

A modszert gy alkalmazzuk, hogy képezzuk az

L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y)



Lagrange fuggvényt, és keressuk ennek stacionarius helyeit.
Ehhez megoldjuk a 3 ismeretlenes 3 egyenletbdl allé egyenle-
trendszert:

O1f(z,y) + A01g9(z,y) =0
0o f (x,y) + Ao2g(x,y) =0

g(x0,y0) = 0.

A kapott megoldasok lehetnek csak szélsbértékhelyek. Legtobbszor
a feladat sajatossagabodl adodik, hogy valoban azok és milyen
mindségiiek (maximum vagy minimum).

Példa. Legyen a célfiggvény f(z,y) = 2Inz + 3Iny alak, s
feltételi egyenlet pedig 4z + 5y = p, ahol p egy valés (pozitiv)
parameétert jelent.



f teljes értelmezési tartomanya D = {(z,y)|xz > O,y > 0}.
A feltételi egyenlet most egy egyenest jelent, de a D-re
vonatkozo korlatok miatt annak csak egy (nyilt) szakaszat.
A Lagrange fuggvény alakja:

L(x,y,A\) =2Inz + 3Iny + X(4x 4+ 5y — p).
Kiszamitjuk L parcialis derivaltjait:

OrL(z,y,\) = 244\
AyL(x,y,\) = §+ 5\

Tehat a megoldandd egyenletrendszer:

2
Z4+4x =0
3

451 =0

x
4r + 5y —p = 0.



A megoldas: =z = &, y = 32, A = ~2. A taldlt (z,y)
szamparban nyilvan maximum van, hiszen a célfuggvény alulrdl
nem korlatos.

B) Tobbvaltozos fuggvény feltételes szélsGértéke tobb
feltétel mellett

n valtozos f(x1,xo,...,xn) CElfliggvény esetén tobb korlatozo
feltétel is lehet. A feltételek szama azonban nem haladhatja
meg f valtozdinak szamat. A feltételi halmazt (masszoval,
megengedett tartomanyt) k darab (k < n) egyenlet adja meg:

S={zecR"[g1(z) =0,...,g5,(z) =0}.

A felteteles szelsGertek keresese most is az fig  S-re
megszoritott fuggvény szélsbOértékeinek keresését jelenti. A



kovetkezO tétel a feltételes szélsbérték |etezésének egy szukséges
feltételét adja meg.

Allitas. Ha f,g1,92,...,95. D C R® — R parcidlisan differ-
encialhato fliggvények, és f-nek xg-ban feltételes szélsbértéke
van a g1(x) = 0,...,9.(x) = 0O feltételek mellett (k < n),
tovabba Dgq(xg),- - ., Dgi(xg) linearisan fliggetlenek, akkor van
olyan M}, ..., \§ € R, hogy az

L(z, A1, ) = f(z) +A91(x) + ... + Apgr(z)

fiiggvénynek (zqg, A}, ..., \E) staciondrius helye, azaz ott L
mindegyik parcialis derivaltja nulla.

A tételben szerepld L fluggvényt Lagrange fuggvénynek,
A1, ..., Ap-Kat pedig multiplikatoroknak szoktak nevezni.



A tétel bizonyitasat melldzzuk. A szélsbOértékhelyek kereséséhez
ilyenkor a Lagrange fuggvény parcialis derivaltjat képezzuk
el6szOr az n darab xzq1,xo,...,xn Vvaltozd szerint, majd a k
darab Aq,...,Ar segédvaltozo szerint. Az utobbiak most is
agi,.-.,g9 fuggvények lesznek. Tehat a megoldandd egyenle-
trendszer alakja:

O1f(x1,...,2n) + 10191 (x1,...,zn) + ... + AO191(x1,...,2n) =0

Onf(x1,...,2n) + A10ng91(x1,...,2n) + ... + A\Ongr(x1,...,2n) =0
gl(xla'“)a:n) =0

9(x1,...,2n) = 0.

Alkalmazasképpen bemutatjuk a szamtani és mértani kOzép
kozOtti egyenldtlenség egyik bizonyitasi lehetdségét.



A célfuggveny: f(x1,z0,...,2n) = Yx1X2 -2, ahol z; >
O,...,CEnZO.

Egy feltétel adott: 1+ 2o+ ...+, = a, ahol a € R rogzitett
pozitiv szam.

A Lagrange fuggveény:

L(z1,20,...,Zn,A) = ¥Yzx120- - Tn + AX(z1 + 20+ ... + 21 — Q).

Ennek x; szerinti parcialis derivaltja:

Yxrixo - - Tn

+A=0
nx;
minden ¢ = 1,2,...,n-re. Emiatt z1 = 2o = ... = zp
kovetkezik. A feltétel miatt xy = x> = ... =z, = ;. Ezen a

helyen csak maximum lehet, hiszen nemnegativak a valtozok,



tehat a minimumérték nulla. Ebbdl adéddéan minden mas (a
feltételt teljesitd x1,xo,...,xn €setén

a a a a
f(ZC]_,QZQ,...,ZCn) éf(_7_7°“7_):_7
n n mn mn

azaz x1 + x>+ ...+ xn, = a mMiatt
x1+xo+ ... +xn

n

Y/r122



