1. Szabadvektorok és analitikus geometria

Ebben a fejezetben megismerkediink a szabadvektorok fogalméval, amely a
kozépiskolai vektorfogalom pontositasa. Elozetes ismeretként feltételezziik az
euklideszi geometria alapvetd fogalmait és Osszefiiggéseit, mint pl. pont, egyenes,
sik, parhuzamosssiag, merdlegesség, szog, stb. A geometriai térbdl kiindulva
értelmezziik a szabadvektor fogalmét, a veliikk végezhet6 miiveleteket és azok
Osszefiiggéseit, majd végiil ezeket alkalmazzuk a térbeli egyenesek és sikok leirasara.

1.1. A szabadvektor fogalma

Jelolje £ az euklideszi geometriai teret. Ennek pontjait P, Q, ..., A, B, ... betilikkel
jeloljuk. Az egyeneseket altalaban e, f,g,... betlikkel, mig a sikokat Si,S5,
stb. betiikkel jeloljiik.

Az & tér pontjaibdl képzett rendezett parokat, az £ x £ Descartes szorzat
elemeit irdnyitott szakasznak mondjuk. Az (A, B) és (C, D) irdnyitott szakaszt
ekvivalensnek nevezziik, ha van a térnek olyan p: £ — £ parhuzamos eltolésa,
amelyre p(A) = C és p(B) = D teljesiil, azaz a p parhuzamos eltolds
az elsé irdnyitott szakasz kezd6-, illetve végpontjat a masik kezd6-, illetve
végpontjaba viszi 4t. Most megmutatjuk, hogy ez a relacié ekvivalenciarelacio.
A reflexivitas nyilvdnvald, ugyanis barmely (A, B) irdnyitott szakaszt az identikus
transzformécid, azaz a nullvektorral torténd eltolds onmagédba viszi 4t. A relacio
szimmetridja abbol kovetkezik, hogy ha egy p eltolds (A, B)-t (C, D)-be viszi 4t,
akkor az ellentett —p eltolds (C, D)-t az (A, B)-be. A tranzitivitdshoz elegendd azt
latni, hogy eltoldsok kompoziciéja djra eltolds, vagyis ha py az (A, B)-t (C, D)-be
viszi &t, po pedig (C,D)-t az (E, F)-be, akkor py o p; is eltolds lesz és (A, B)-t
(E, F)-be viszi 4t. Tekintsitk most ezen ekvivalenciareldciéhoz tartozé osztélyokat.

DEFINiC1O. Az euklideszi tér iranyitott szakaszainak halmazan most bevezetett
ekvivalenciarelacié osztalyait szabadvektoroknak nevezziik. Egy szabadvektort
félkévér kis betiivel jeloliink, pl. a. Az Osszes szabadvektor halmazat V (E)-vel
jeloljiik.

A tekintett relacié alapjén vilagos, hogy egy osztdlyba olyan irdnyitott szaka-
szok tartoznak, amelyek mind egymasbdl parhuzamos eltoldssal megkaphatok. Egy
osztaly, azaz egy szabadvektor egy elemét a szabadvektor reprezentiansanak
mondjuk, és ezt az Osszefliggést az (A, B) € a jeloléssel illetjiik. Vildgos, hogy
egy szabadvektornak a tér tetszoleges pontjabdl indul reprezentansa, s hogy egy
szabadvektor mar egy reprezentdns megadasaval is egyértelmiien meghatarozott.
Az (A, B) irdnyitott szakasz altal meghatdrozott szabadvektort gyakran AB-vel is
jeloljiik.

1.2. A szabadvektorok osszeadasa és skalarral szorzasa

DEFINIC1O. Az a és b szabadvektorok 6sszegén azt az a + b szabadvektort értjiik,
amelynek egy (A, C') reprezentdansdhoz taldlhaté olyan B € &€ pont, hogy (A, B) € a
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és (B,C) € b teljesiil.

a+b

A

Figyeljiilk meg, hogy az 0Osszeg nem filigg a reprezentansok megvélasztasatol.
Ugyanis, ha mésik (A’, C") reprezentédnsbdl indulunk ki, akkor B’ az a szabadvektor
A’-bél induld reprezentdnsdnak végpontja lesz, és (B’, C') éppen b-t reprezentdlja.

Az Osszegvektor fenti meghatdrozasat Osszeflizési eljarasnak is mond-
jak.  Ezzel ekvivalens az un. paralelogramma mddszer, amikoris az a és b
szabadvektokroknak ko6zos kezd6pontbdl, mondjuk O-bdl tekintjitk (O, A), illetve
(O, B) reprezenténsait, s az OAB pontok &ltal meghatdrozott paralelogramma
negyedik cstcsat C-vel jelolve, az (A, C) atlé lesz az Osszegvektor reprezentdnsa.

TETEL. A szabadvektorok osszeaddsa rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

1.VabeV(): a+b=b+a. (kommutativitds)
2 Vab,ceV(E): (a+b)+c=a+(b+c). (asszociativitds)
3.30€V(€): YVaeV(€): a+0=a. (nullvektor létezése)
4. VaeV(€) AN (-a)eV(E): a+(—a)=0. (inverz elem létezése)

Bizonyitas. 1. A kommutativitds a paralelogramma moédszer alapjén nyil-
vanvalé.

2. Az asszociativitds igazoldsdhoz tekintsiik a kovetkezO reprezentdansokat:
(O,A) €a,(A,B) €b,(B,C) € c. Ekkor (O,B) € a+bés (4,C) € b+c. Emiatt
(O, C) az igazolandé &llitas mindkét oldaldn 1évé szabadvektort reprezentalja, ezért
azok egyenlck.

3. A nullvektort nyilvanvaléan az (A, A) tipust irdnyitott szakaszok reprezentdl-
jak, s ez teljesiti a kivanalmakat.

4. Ha (A, B) € a, akkor —a-val jelolve azt a szabadvektort, amelyet (B, A)
reprezental, az elvart relacié teljesiil. |

A kovetkezékben a valds szamokat skaldrként emlitjiik. Ismertnek feltételezziik,
hogy tetsz6leges pozitiv A skaldr (valés szdm) és bdarmely O pont esetén van egy O
kozéppontil A ardnyu kozéppontos hasonldsag.
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DEFINCIO. Legyen A € R és a € V(£).

Ha X\ pozitiv skaldr, tekintsiik a-nak egy (O, A) reprezentdnsdt, és alkalmazzuk
az O kozéppontii A ardnyu hasonlésdgot. A’ jelolje A képét. \a azt a szabadvektort
jelenti, amelyet (O, A") reprezent4l.

Ha X negativ, akkor || ardnyd kézéppontos hasonldsdgot alkalmazunk, és O-ra
tikroziink, igy kapjuk az A’ pontot.

Ha )\ = 0, akkor definicié szerint \a = 0.

TETEL. A szabadvektorok skaldrral valé szorzasa rendelkezik a kévetkezé
tulajdonsagokkal:

IL.VANpeR beV(E): (Aua= A(pa). (asszociativitds)
2. VAER, abeV(€): Aa+b)=Xla+ Ab. (disztributivitds)
3 MpeRaecV(€): (A +p)a= A a+ pa. (disztributivitds)

4. VaeV(E): l-a=a.

Bizonyitdas. Az elsé Osszefiiggés a kozéppontos hasonldsdgok azon tulaj-
donsagabdl kovetkezik, hogy két azonos kozépponti hasonldsidg kompoziciéjakor
a hasonlésagok aranya Osszeszorzodik.

A masodik részallitas abbdl adédik, hogy a kozéppontos hasonldosag paralelo-
grammat paralelogrammaba képez.

A harmadikhoz esetszétvilasztast végziink. Ha A és p azonos elbjeliiek,
mondjuk pozitivak, akkor tekintsiikk az (O, A) € a reprezentdnst. Reprezentdlja
(0, Ay) a Aa szabadvektort, illetve (O, A,) a pa szabadvektort, végiil (O, Axy,)
a (A + p)a szabadvektort. Nyilvanvaléan [OAxy,| = |OAx| + |OA,l, s ezért
|AxAxipu| = |OA,|, ami allitdsunkat jelenti.

Kulonbozo eldjelil skaldrok esetén legyen pl. A > 0, < 0, és A > |u|. Ekkor
|OAxy,| = |OAN| — |OA,|, azaz megintcsak |AxAxy,| = |OA,|, s ez allitdsunkat
adja. O

Amennyiben véges sok vektorbdl kiindulva, az eddig megismert Gsszeaddst és
skalarral val6 szorzast felhasznélva 1jabb vektort allitunk eld, akkor azt mondjuk,
hogy linearis kombindciét képeztink. Pl. az ai,...,a; szabadvektorok egy
linearis kombinacidja az aja; + - - - + apay vektor.

MEGJECGYZES. Ha egy halmazban definidlva van egy Osszeaddsnak nevezett,
s az els6 allitasban felsorolt tulajdonsdgokkal rendelkezd miivelet, tovabba egy
skalarokkal vald szorzas, amely a masodik allitdsban felsorolt 4 tulajdonsaggal
rendelkezik, akkor azt mondjuk, hogy egy (absztrakt) vektortér struktira van
megadva. Az ilyen struktirdkat késébb részletesen fogjuk vizsgdlni, s majd akkor
ugy fogalmazhatunk, hogy a szabadvektorok halmaza egy valés vektorteret alkot.
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1.3. Linearis fiiggdség a szabadvektorok korében

A linedris fiiggdséget és fliggetlenséget most geometrialag értelmezziik, majd
megadjuk algebrai jellemzésiiket is. Végiil megmutatjuk, hogy a szabadvektorok
korében 4 vektor mar mindig linedrisan fiiggd, s ez vezet a béazis, illetve a
koordinatak fogalmanak bevezetéséhez.

DEFINic16. Egy vektort linedrisan fiiggdnek mondunk, ha az a nullvektor.

Két vektort linearisan fliiggének akkor neveziink, ha egy egyenessel parhuza-
mosak, azaz kollinearisak.

Harom vektort akkor mondunk linearisan fiigg6nek, ha egy sikkal parhuzamo-
sak, azaz komplanarisak.

1, 2 vagy 3 tagi vektorrendszert linearisan fliggetlennek neveziink, ha nem
linedrisan fiiggo.

A most kdvetkezd allitasok algebrai jellemzését adjak a linedrisan fliggd, illetve
linearisan fiiggetlen vektorrendszereknek.

TETEL. Két szabadvektor pontosan akkor linedrisan fiiggs, ha egyik a mdsiknak
skaldarszorosa.

Két szabadvektor pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha egyik sem skaldarszo-
rosa a masiknak.

Bizonyitas. Ha a és b linedrisan fiiggdk, akkor kozos pontbdl inditott (O, A) és
(O, B) reprezenténsaikra igaz, hogy az O, A, B pontok egy egyenesen vannak. Ha
O # A, akkor van olyan A € R, hogy az O kdzépponti hasonlésig az A pontot
B-be képezi. Ekkor b = Aa. Ha viszont O = A, de O # B, akkor A és B szerepét
felcserélve adédik, hogy a = pb. Ha pedig O = A = B, akkor a = b = 0, s igy
a=0-a.

Forditva, ha pl. a = Ab, akkor nyilvanvaléan kozos pontbdl indulé (O, A) és
(O, B) reprezenténsaikra O, A, B egy egyenesen van, ezért a, b kollinedrisak, tehat
linearisan fiiggok.

A linedris fliggetlenségre vonatkozé Osszefliggés logikai tagadéssal keletkezik.

O

TETEL. Hdrom szabadvektor pontosan akkor linedrisan fiiggd, ha koziiliik
valamelyik a masik kettének linedris kombinacidja.

Harom szabadvektor pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha egyik sem fejezhets
ki a masik ketté linearis kombinaciojaként.

Bizonyitas. Tegyiik fel eloszor, hogy a,b,c linedrisan fiiggdk. Ha a és b
linearisan fiiggd, akkor egyikiik pl. a linedrisan kifejezhet6 b-vel: a = Ab. Ezért a =
Ab+0-c. Ha viszont a és b linedrisan fiiggetlenek, akkor tekintsiik mindharomnak
O-bdl indulé reprezentdnsat: (O,A) € a, (0O,B) € b, (0,C) € c. Most
hizzunk parhuzamost C-bél OB-val, illetve OA-vel, ezek messék az OA, illetve
OB egyeneseket A’, illetve B’ pontokban. Az (0O, A’), illetve (O, B’) irérﬁott

—_—
szakaszok altal meghatdrozott szabadvektorokra nyilvdnvaléan OA’ = aa és OB’ =

—_— —
Bb, tovabba ¢ = OA’ + OB’ érvényes. Ezért ¢ = aa + (b teljesiil.
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Forditva, ha pl. ¢ = ca + (b teljestl, akkor egy kozos kezdOpontbdl inditott
reprezentansokkal konnyen lathatjuk, hogy végpontjaik a kezdOponttal mind egy
sikba esnek, ezért komplanarisak.

A linedris fliggetlenségre vonatkozoé Osszefliggés logikai tagadassal keletkezik.

O

TetszOleges vektorrendszer tagjaival a nullvektor mindig el6allithaté 0 = 0-a; +
<-4+ 0-a; alakban. Ezt trivialis eldallitasnak mondjuk.

TETEL. A szabadvektorok egy vektorrendszere pontosan akkor linedrisan fiiggé,
ha beldliik a nullvektor nem trivialis médon is el6allithatd.

A szabadvektorok egy vektorrendszere pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha
beléliik a nullvektor csak trividlisan allithato eld.

Bizonyitas. Ha pl. a, b, c linedrisan fiiggd, akkor el6zo allitas alapjan tudjuk,
hogy valamelyik, pl. c kifejezhet6 a tobbivel: ¢ = aa + Gb. Ezért 0 = ca + b +
(=1)c. Ez nem trividlis el6éllitdsa a nullvektornak.

Hasonl6 egyszertiséggel adddik az allitas 1 és 2 tagu vektorrendszerekre is.

Ha forditva, pl. aa4+8b+~yc = 0, és pl. v # 0, akkor a ¢ = —%a— %b eloallitas
lehetséges, vagyis ismét az el6z6 allitds alapjan a, b, ¢ linearisan fiiggo.

A linedris fiiggetlenségre vonatkozo kijelentés logikai tagadassal keletkezik. O

A linedris fliggetlenségnek egy 6nalld jellemzését is adjuk.

TETEL. Egy vektorrendszer pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha belbliik egy
tetszoleges szabadvektor legfeljebb egyféleképpen allithaté eld.

Bizonyitds. A feltétel sziikséges: Pl. harom tagu a, b, c vektorrendszer esetén,
ha x = aa + b + yc = o’a + §'b + /¢ teljesedik, akkor

(@ —a)a+ (6 —B)b+ (' —y)c=0.

A linedris fliggetlenség miatt o = o/, 3 = 3,7 = «/, tehdt x eldallitdsa csak
egyféleképpen lehetséges.

A feltétel elégséges: Ha minden szabadvektor legfeljebb egyféleképpen all el6 a
megadott szabadvektorokkal, akkor a nullvektor is, ezért az el6zo allitds miatt a
vektorrendszer linearisan fiiggetlen. m]

TETEL. Ha a,b,c linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, d tetszéleges, akkor d
mindig elballithato linearis kombinaciéként a megadott a, b, ¢ szabadvektorokkal.
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Bizonyitas. Egy geometriai konstrukciot adunk a linedris kombinacié meg-
keresésére: Tekintsiik mind a négy vektor k6z6s O pontbdl indulé reprezentansait,
a végpontok legyenek A, B,C, D. Az a,b, ¢ szabadvektorok linedris fiiggetlensége
miatt a az O, A, B, C pontok nincsenek egy sikban. Huzzunk parhuzamost D-bél
OC-vel, ez messe az OAB sikot a D’ pontban. Mivel D' az OAB sikban van,
— —_— —_— —

OD’ = aa + Bb. Mésrészt D'D || OC, ezért D'D = ~yc. Ezért d = OD’ + D'D =
aa + [fb + ~vc. a

Tételiink azt fejezi ki, hogy a szabadvektorok korében 4 szabadvektor mar
mindig linedrisan fiiggd.

Az el6z6 allitdsunkkal kombindlva tobbet is mondhatunk: 3 tagu linearisan
fliggetlen vektorrendszer segitségével tetszoleges szabadvektor pontosan egyfélekép-
pen allithato6 el6. Ennek alapjan bevezetjiik a kovetkezd elnevezéseket:

DEFINicIO. A szabadvektorok kérében egy linedrisan fiiggetlen 3 tagu vektorrend-
szert bazisnak neveziink. Ha d = ad + 8b + vyc, akkor az «, (3,7 szamharmast a
d vektornak az (a, b, c) bdzisra vonatkozé koordinatdinak mondjuk.

Konnyen lathatjuk, hogy ha lerogzitiink egy bazist, akkor két tetszOleges
szabadvektor Osszegének koordinatai tgy adodnak az egyes szabadvektorok
koordinataibdl, hogy a megfelelé koordinatdk Osszeadédnak. — Skaldrral vald
szorzaskor pedig mindegyik koordindta megszorzédik az adott skalarral.

1.4. Szabadvektorok skaldris szorzata

Most a szabadvektorok skalaris szorzataval foglalkozunk, amely a kozépiskolai
fogalom atismétlését jelenti, csak most a térbeli szabadvektorok esetére. A
fogalom targyaldsandal ismertnek feltételezziik a térbeli tavolsag- és szogfogalmat.
Egy szabadvektor hosszan tetszOleges reprezentansdnak hosszat értjik, s két
szabadvektor szogén pedig kozos pontbdl induld reprezentansainak szogét.

A skalaris szorzatot gyakran nevezik bels6 szorzatnak is.

DEFINiCcIO. Az a és b szabadvektorok skaldris szorzatan az
(a.b) = Jal - [b] - cos <(a, b)
szamot értjik.

Specidlis esetként figyeljiik meg, hogy ha a két szabadvektor merdleges, akkor
skalaris szorzatuk nulla. Ez megfordithaté: ha két szabadvektor skalaris szorzata
nulla, akkor a vektorok merGlegesek egymadsra, beleértve azt is, hogy lehetnek
nullvektorok is.

Masrészt, ha egy szabadvektornak onmagédval képezziik a skalaris szorzatat,
akkor a szabadvektor hosszanak négyzetét kapjuk.

Egy szabadvektort egységvektornak neveziink, ha hossza 1. A skaldris
szorzat szoros kapcsolatban van az egységvektorokra torténé merdleges vetitéssel.
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Nevezetesen, ha e egy egységvektor, a tetszbleges szabadvektor, akkor a-nak az e
irdnyéra es6 meréleges vetiilete éppen az

a’ = (e,a)e

vektor lesz. Ezt konnyen lathatjuk a mer6leges vetiilet hosszanak kiszamitasaval,
akar hegyes-, akar tompaszoget zar be a két szabadvektor.

A kovetkezo éllitas a skalaris szorzat alapveto tulajdonsédgait fejezi ki.

TETEL. A szabadvektor skaldris szorzata rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal:

1. (a,b) = (b,a) VabeV(€) (szimmetrikus)
2. (a+b,c) =(a,c) + (b,c) Va,b,ceV(E) (additiv)
3. (Aa,b) = A(a,b) VabeV() (homogén)
4. (a,a) > acV()és=0<a=0 (pozitiv definit)

Bizonyitas. Az 1. és 4. allitas nyilvanvald.
A 3. a ) skaldr elGjele szerinti esetszétvalasztassal konnyen igazolhaté. Példdul,
ha X < 0, akkor a

(Aa,b) = |A| - |a] - |b| - cos<t(Aa,b) = —A|a| - |b| - (— cos<t(a, b)) = A(a, b).

A 2. tulajdonsagot elegendd belatni, akkor ha pl. ¢ = e egységvektor, az
1. és a 3. teljesiilése miatt. Most kihasznaljuk az adott e egységvektor irdnyara
esO merdleges vetités azon nyilvanvalé tulajdonsagéat, hogy csatlakozé iranyitott
szakaszok meroleges vetiilete is csatlakozo. Jeloljiikk most az a szabadvektor e-re
esd vetiiletét a’-vel. Az emlitett tulajdonsdg akkor igy fejezhetd ki:

(a+b) =a' +b.
Ezt kihasznalva kapjuk, hogy
(a+b,e)=(a+b) =a +b' =(a,c)+ (b,e).
O

A skaldris szorzat kiszdmitdsa koordinatdkbdl akkor vélik egyszeriivé, ha
specialis, tin. ortonormélt bazisra vonatkozd koordinatait tekintjiik a vektoroknak.
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Egy (e1, es, e3) bdzist ortonormaltnak mondunk, ha mindegyik egységvektor, és
paronként merélegesek. Ez tgy is kifejezhetd, hogy

(es,e,) = 1 hai=j
i, C5) — . .
0 hai#j.

TETEL. Legyen (e1,eq,e3) egy ortonormalt bdzis. Az a és b vektorok e bézisra
vonatkozé koordinatait jelolje aq, oo, as, illetve By, B2, B3. Ekkor

(a,b) = a1 1 + azf2 + a3 fs.

Bizonyitas. Elészor azt figyeljiik meg, hogy az ortonormélt bézisra vonatkozd
koordinatak a skaldris szorzattal egyszertien kiszamithatdk:

(a,e;) = (a1e1 + azex + azes,e;) = ai(er, e;) + az(eq, €;) + az(es, e;) = a;.
Ezt felhasznélva szdmitsuk ki most az (a,b) skaldris szorzatot:

(a,b) = Bi(a,er) + B2(a,e2) + fB3(a, e3) = a1 81 + a2 + asfs.
0

Az éllitasban megadott jobboldali formuldt a két koordindtaharmas kom-
poziciés szorzatanak is nevezik.

1.5. Szabadvektorok vektorialis szorzata

A vektoridlis szorzat definidlasdhoz sziikségiink van a tér iranyitdsanak fogalméra.
Ezt a fogalmat teljes pontossdggal majd csak egy késObbi 1épésben, tobb eszkoz
birtokaban lehetne megtenni. Most csak egy vézlatos fogalomkiépitést, és egy még
szemléletesebb megkozelitést frunk le.

El6szor is emlékeztetiink a térbeli egybevagosagokra. Ezek olyan térbeli
tavolsagtartd transzformacidk, amelyek megkaphatok az eltolasok, a tengely
kortili elforgatasok, és a sikra vonatkozo tiikkrozések véges sokszori, egymas utani
végrehajtasaval. Azokat az egybevagésagokat, amelyeknek van olyan eldallitdsa,
amelyben sikra vonatkozé tiikrozés nem szerepel, mozgasnak mondjuk.

Tekintstink most két bézist a szabadvektorok korében, s mindezen vektoroknak
egyetlen kozos kezd6pontbdl induld reprezentasait. Ha van olyan mozgas, amely
az elsd bazis reprezentansait tgy képezi le, hogy a képreprezentansok koziil az els6
a masodik bézis elsé vektoranak reprezentansival egy egyenesbe, és egy irdnyba
esik, tovabba a mésodik képreprezentans a masodik bazis mésodik vektoranak
reprezentansaval azonos félsikba esik, s végiill a harmadik képreprezentans a
masodik bazis harmadik vektoranak reprezentansaval azonos féltérbe esik, akkor
a két bdzist ekvivalensnek (vagy azonos irdny{tdsinak) mondjuk. Koénnyen
igazolhatd, hogy ez egy ekvivalenciarelacié a bazisok halmazan, s pontosan két
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osztaly van e reldacid szerint. Akkor mondjuk, hogy a tér iranyitva van, ha
ki van jelolve az egyik osztaly. Az ebbe a kijelolt osztdlyba tartozé bézisokat
pozitiv irdnyitdsunak (vagy roviden pozitivnak) mondjuk, mig a mdsik osztdlyba
tartozokat negativ irdnyitasunak.

Késébb majd be fogjuk latni azt is, hogy a béazisban két vektor cseréje
megvaltoztatja az irdnyitdst, a ciklikus permutécié viszont nem.

Hétkoznapi térszemléletiinkre alapozva szokdsos a kovetkezd elnevezés és
fogalombevezetés is. Egy bézist jobbsodrasu (vagy jobb-) rendszernek neveznek, ha
a ’harmadik végpontja fel6l nézve az els6 vektor 180°-nél kisebb szogben forgathatd
a masodik vektor irdnydba az éramutaté jarasaval ellentétes irdnyban’. (Ezt a fajta
targyalast részletesebben lasd Hajés Gyorgy: Bevezetés a geometridba c. miivében
51

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a tér irdnyitva van.

DEFINic10. Két linedrisan fiiggetlen szabadvektor, a és b vektoridlis szorzatan
azt a szabadvektort értjiik, amelyre

1. lax b| = |a] - |b]-sin<(a,b),
2. a X b merdleges a-ra és b-re,
3. (a,b,a x b) pozitiv irdnyitdsi bdzis.

Ha pedig a és b linedrisan fiiggék, akkor vektorialis szorzatuk a nullvektor.

Megjegyezziik, hogy az elsd esetben, vagyis amikor a és b linearisan fiiggetlenek,
akkor a vektorialis szorzat sohasem nullvektor. Masrészt, ha a és b merdlegesek
egymasra, akkor a vektoridlis szorzat hossza éppen ez egyes szabadvektorok
hosszénak szorzata.

A kovetkezo allitds a vektoridlis szorzéas alaptulajdonsagait adja meg.

TETEL.
1.axb=—(bxa) VabeV() (antiszimmetrikus)
2. (Aa) x b) = A(a x b) VabeV(E) (homogén)
3. (a+b)xc=axc+bxc Va,b,ce V() (additiv)

4. Az a vektornak az e egységvektorra meréleges komponense

a, =(exa)xe.
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Bizonyitas. Az 1. allitds abbdl kovetkezik, hogy egy vektorharmasban ha
felcseréljiik két vektor sorrendjét, akkor az iranyitas megvéltozik, de a b x a els6
két jellemzGje ugyanaz, mint a a x b vektoridlis szorzaté.

A 2. éllitas pozitiv A esetén nyilvanvald. Negativ A esetén az iranyitasban
kétszer torténik valtds, ezért végiil azonos lesz a jobb- és baloldalon all6 vektoridlis
szorzas képzésénél addédoé vektorharmasok irdnyitasa.

Az additivitds belatdsat megintcsak elegendd ellendrizni a ¢ = e egységvektor
esetben. Figyeljilk meg, hogy ha e rogzitett egységvektor, akkor tetszdleges a
szabadvektorral képzett vektorialis szorzata két geometriai transzformacié egymas
utani végrehajtdsaval megkaphato:

axe

Eloszor a-t merdlegesen levetitjitk az e-re merdleges sikra, majd ezt elforgatjuk 90°-
kal e kezdépontja koriil abban a sikban. Ez a szabadvektor ugyanis éppen megfelel$
hosszisagui, meroleges a-ra és e-re, és a megfelelo iranyitottsdg is teljesiil. Mint
minden geometriai transzformacié, ez is az illeszkedést megtartja, ezért teljesil a

(a+b)xe=axe+bxe

Osszefiiggés.
A fenti gondolatmenet alapjdn nyilvanval6, hogy e X (e x a) = —a,,, amibdl
kovetkezik a 4. allitas.
O

Ha (e, eq2,e3) egy pozitiv irdnyi{tdsi ortonormdlt  bdzis, akkor konnyen
lathatjuk, hogy
€] X ey =e3, €eg X e3 =e], €3 X e = eq.

Ezt is felhasznalva kapjuk, hogy a vektorialis szorzat a pozitiv iranyitdst bazisokra
vonatkozé koordinatakbol szamithaté ki, viszonylag kdnnyen.

TETEL. Legyen (e1,ez,e3) egy pozitiv irdnyitasi ortonormalt bézis. Az a és b
vektorok e bazisra vonatkozo koordinatdit jelolje a, ao, g, illetve 31, B2, B3. Ekkor

(&%)

Q3 a3 Q7
> s

Bs B

axb= e + ey + es.

ap Qg
1

B1 B2

Q;

ahol ﬂz gjj = Oéiﬂj — Oéjﬁi.
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Bizonyitas.
axb = (are;+ azes + azes) x (e + Pae2 + fse3)
= o fi(er xey)+aifa(er x ez) +ai1fl3(e; x e3)
+az (e x e1) + azf2(ez X e3) + azfi3(ez X e3)
+azfi(es x e1) + azfa(es x ex) + azfs(es x e3)
Qo Qg a3 o1 a1 Qg
= e + eq + es.
Bo Bz | B BT B B |
A szamitasban kihasznaltuk az allitas elott jelzett Osszefiiggéseket, s hogy
e; xe; =0. O

TETEL. Kifejtési tétel
Tetszoleges a, b, ¢ szabadvektorokra

(axb)xc=(a,c)b—(b,c)a

” ax (bxc)=(a,c)b—(a,b)c

Bizonyitas. Az el6z6 allitas jeloléseit hasznélva legyenek c koordinatai 1, y2, vs3-
A bizonyitas érdekében egyszerien kiszamitjuk a bal- és jobboldalon szerepld
vektorok koordindtait. A baloldali vektor els6 koordinétéja:

a3z Q1 Q] Qg

Bz B B1 P
V2 V3

= (a3f1 — 1 f3)7v3 — (@182 — a2f1) 2.

A jobboldal els6 koordinédtéaja:

(@171 + a2y2 + azy3)B1 — (Biy1 + Baye + B373) .

Lathatjuk, hogy itt az 1. és 4. tag kiesik, a tObbi tag viszont éppen a baloldal
elsé koordinatajanak tagjait adja. Hasonldéan ellenérizhetd a tobbi koordinatak
egyenlésége is. m]

TETEL. Jacobi azonossig
Tetszbleges a, b, c szabadvektorokra

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a kifejtési tételt mindhdrom tagra:

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=
(a,c)b — (b,c)a+ (b,a),c — (c,a)b+ (¢,b)a— (a,b),c = 0.
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1.6. Szabadvektorok vegyes szorzata

Héarom szabadvektor vegyesszorzata a mar megismert két szorzds segitségével
adédik, ezért tulajdonsagai azokébdl konnyen adédnak majd.

def

DEFINfcIO. (a,b,c) = (a x b,c).

TETEL. Hdrom szabadvektor vegyesszorzata pontosan akkor nulla, ha a vektorok
linearisan fiiggd vektorrendszert alkotnak.

Bizonyitas. Tegyiik fel el6szor, hogy a, b, ¢ linedrisan fiiggd. Ekkor valamelyik,
pl. c kifejezheté a masik kettovel: a = ca + Ob. Behelyettesitve a vegyesszorzat
képletébe:

(a,b,c) = (ax b,c)=(axb,aa+ b) =a(axb,a)+ F(axb,b)=0.

Forditva, ha (a,b,c) = 0, akkor ¢ meréleges a x b-re, de ilyen a és b is, ezért
egy sikkal parhuzamosak, tehat linearisan fiiggok. O

TETEL. Legyenek az a,b,c szabadvektorok linedrisan fiiggetlenek. Ekkor a
vegyesszorzatuk értéke megegyezik a kézos kezdbépontbdl inditott reprezentansaik
altal meghatéarozott paralelepipedon térfogataval, ha a,b,c pozitiv iranyitasu.
Negativ irdnyitdsu a,b,c vektorhdrmas esetén e térfogat (—1)-szerese lesz a
vegyesszorzat.

Bizonyitas. Csak pozitiv irdnyitottsdgi linearisan fliggetlen vektorharmas
esetén bizonyitunk. Ennek alapjan a masik eset is konnyen adodik.

Nevezziik az a,b &ltal kifeszitett lapot a paralelepipedon alaplapjanak. Ha
w jeloli a magassagnak c-vel bezart szogét, akkor a paralelepipedon magassaga:
m = |c|cosw. Az alaplap teriilete: T = |a x b|. Igy

V=T-m=l]axb| |c/cosw = (axb,c)=(a,b,c).

Most megadjuk a vegyesszorzas miveleti tulajdonsagait:

TETEL. A vegyesszorzat minden valtozéjaban additiv és homogén, tovabbd
antiszimmetrikus (médsszéval alterndld), azaz barmely két valtozo felcserélése esetén
a vegyesszorzat értéke csak elGjelet valt.
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Bizonyitas. Az additivitas és a homogenitds a skalaris és a vektoridlis szorzas
ilyen tulajdonsagaibdl kovetkezik. Példaul

(a; +as,b,c) = ((a1 + a2) x b,c) = ((a1 x b) + (a2 x b), ¢)

= (a; X b,¢) + (a2 x b,¢) = (a1, b, c) + (az, b, c).

Az antiszimmetria igazoldsahoz elOszor figyeljiik meg, hogy ha két szabadvektor
azonos, akkor a vegyesszorzat értéke 0.

(a,a,c) = (axa,c)=(0,c)=0.

(aﬂb’a) = (aXb7a) :07

hiszen a x b meroleges a-ra.
Az elsé két valtozdéra vonatkozéd antiszimmetria azonnal addédik a vektoridlis
szorzéas antiszimmetriajabol:

(a,b,c) = (a X b,C) = _(b X a, C) = —(b,a,c)
A miésodik és harmadik vektor felcseréléséhez szamitsuk ki a kovetkezdt:
0=(a,b+c,b+c)

= (a,b,b) + (a,b,c) + (a,c,b) + (a,c,c) = (a,b,c) + (a,c,b).

Innen kapjuk, hogy
(a,b,c) = —(a,c,b).

O

A vektorialis szorzds és a skalaris szorzat kiszamitdsi médjabdl azonnal adodik
az alabbi kiszamitasi lehetOség a vegyesszorzatra is:

TETEL. Ha aza, b, ¢ szabadvektorok koordinatéi egy pozitiv irdnyitdsi ortonormalt
bazisra vonatkozéan o, as, as; (1, B2, B3, illetve v1, 72, 7v3, akkor

(0% [0 o [0 (07 a a1 &2 as

(abye)=| > Py —| 8 et Lt =8 B B
B2 B3 81 Bs 81 B

T Y2 V3

1.7. Egyenesek és sikok egyenletei
A térbeli egyenesek és sikok leirdsahoz a koordindtarendszer fogalmat értelmezziik.

DEFINIC16. Az euklideszi geometriai tér egy rogzitett O pontjabdl és a
szabadvektorok egy bazisabdl all6 parjat a tér koordinatarendszerének mondjuk.
O-t origénak nevezziik. Amennyiben a bdzis ortonormalt, akkor a Descartes-féle
koordinatarendszerrél beszéliink.
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A koordinatarendszerek hasznélatat egyrészt az teszi hasznossé, hogy az origd
rogzitése altal bijektiv megfeleltetés alakul ki a tér pontjai és a szabadvektorok
halmaza kozott. Ugyanis, tetszoleges P € £ ponthoz az OP vektort rendeljiik,
és forditva egy a € V(&) szabadvektorhoz az O-bdl indulé reprezentansdnak
végpontja tartozik. Masrészt a bazisvektorok segitségével a tér pontjaira vonatkozd
Osszefiiggéseket algebrai Osszefliggésekké lehet atalakitani.

Tekintstink most egy egyenest a térben, s annak egy rogzitett pontja legyen
Py, tovabba egy az egyenessel parhuzamos, de nem nullvektor legyen v. Ezt a
szabadvektort az egyenes iranyvektoranak mondjuk.

7z

TETEL. A tér egyeneseit, és csak azokat lehet elbdllitani v = ro + A\v alakban
eléallo szabadvektorok origobdl indulé reprezentansainak végpontjaiként, ahol rg
az origobol az egyenes egy rogzitett Py pontjaba mutato vektor, v az egyenes egy
iranyvektora, r pedig az origobdl az egyenes tetszéleges pontjaba mutaté vektor,
A € R tetszbleges.

Az egyenes ilyen eléallitasat paraméteres vektorelballitasnak nevezik.

\V;

B

Ty

o

Bizonyitas. Ha egy egyenest tekintiink, s a jelzett adatokat, akkor az egyenes
—
tetszéleges P pontja esetén Py P parhuzamos az egyenessel, ezért van olyan A\, hogy
- — B
P()P:AV. EZéI‘tI':OP:OP()—FPQP:I'Q—FAV.

Forditva, ha egy eldallitas adott tetszbleges ro és v # 0 vektorokkal, akkor
megkonstrudlhatjuk a megfelel6 egyenest: ro-nak (O, Py) reprezentinsa végpontjin
keresztiil atmend v-vel parhuzamos egyenest tekintjiik. Ilyen egyenes egyértelmiien
létezik, s ennek éppen a megadott lesz a vektoros el6éllitasa. a

Az (O, e, eq,e3) koordindtarendszerre vonatkozéan a pontokhoz koordindtak

rendelhetok, mégpedig a P pont koordinatainak az O_I>D vektor koordinatait
tekintjiik.
Ha koordinatédikkal adottak a pontok, és a szabadvektorok:

PO (x07y0720)a P(x,y,z)7 V(U17v277}3)7

akkor a fenti vektoregyenlet az alabbi harom, koordinatdkkal kifejezett egyenlet
rendszerével lesz ekvivalens:

r = x0+ Avg

Yo + Avz
zZ = ZzZo+ )\’Ug.
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Ezt szoktdk nevezni az egyenes koordinatds egyenletrendszerének. Ha v
szabadvektor egyik koordinatija sem nulla, azaz egyik koordinatasikkal sem
parhuzamos az egyenes, akkor ez egyenletrendszer dtalakithaté a kovetkezové:

T—Zo _Y—Yo _ 22— %0

U1 V2 U3

Megjegyezziik, hogy ha pl. v; = 0, akkor az egyenletrendszer alakja

Y~—Y% _ 2~ %
T = Xo, =
(%) V3

és ha vy =0, vy = 0, akkor pedig

T =Zo, Y= Yo-

Most a sik paraméteres vektoreldallitasa kovetkezik.

TETEL. A tér sikjait, és csak azokat lehet elSéllitani r = ro + Au + uv alakban
eléallé szabadvektorok origobdl indulé reprezentansainak végpontjaiként, ahol rg
az origobdl a sik egy rogzitett Py pontjaba mutaté vektor, u és v a sik két
egymassal nem parhuzamos irdnyvektora, r pedig az origobdl a sik tetszéleges
pontjaba mutaté vektor, A\, € R tetsziéleges.

A bizonyitas az egyenes esetéhez hasonléan torténhet.

A paraméteres koordinatés eléallitds:

T = xg+ Auy + pug

Yo + Aug + pvg
z = 2o+ Aus + pvs.

A skalaris szorzat felhasznaldsaval leirva a sikokat, kapjuk a sikok Hesse—féle
egyenletét. Altaldban egy alakzat egyenletén olyan egyenletet értiink, amelyet az
alakzat pontjainak koordinatai kielégitenek, de az alakzathoz nem tartozé pontok
koordinatai nem.

Egy adott S sik esetében egy arra merGleges, nem nulla vektort a sik
normalvektoranak neveziink.
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TETEL. Ha rogzitve van a térben az origd, akkor a tér sikjai, és csak azok
rendelkeznek
(n,r—rg) =0

alakii egyenlettel, ahol rqg az origébdl a sik egy rogzitett Py pontjaba mutaté vektor,
n a sik egy normalvektora, r pedig az origobdl a sik tetszéleges pontjaba mutato
vektor.

r—ro

Bizonyitas. Ha adott egy S sik, tovabba egy rogzitett Py pontja és egy n
—
normalvektora, akkor a sik egy P pontja — és csak azok esetén — PpP =r — rg
parhuzamos a sikkal, azaz merdleges az n normalvektorra:

(n,r —ry) =0.

Forditva, ha egy egyenlet adott tetszoleges ro és m # 0 vektorral, akkor
megkonstrualhatjuk a megfelel¢ sikot: ez az rg O-bdl indulé reprezentansanak
végpontjan atmend n-re meroleges sik lesz. O

Ha a normdlvektor koordinétdit (ni,no,ng)-mal jeloljik, akkor a Hesse féle
egyenlet koordinatakkal kifejezett alakja:
ni(z — xo0) + n2(y — yo) +n3(z — 20) = 0.
Ezt gyakran atrendezziik az

Ar+By+Cz=D

alakba, jelezve azt, hogy egy tetszOleges ilyen egyenlet megadasaval, — ahol
(A,B,C) # (0,0,0) — minden esetben sikot kapunk.

Amennyiben a normaélvektor egységvektor is, akkor a Hesse-féle egyenletet
normalegyenletnek nevezik.

Egyetlen alkalmazasként egy pontnak egy siktdl valé tavolsagat fejezziik ki:
Ha P egy tetszbleges pont a térben, koordindtai (x,y,z), és az S siknak egy
=t

normalegyenlete adott, akkor a pont és sik tdvolsaga a PyP = p — ry vektornak az
n (egységnyi hosszil) normdlvektorra esé merdleges vetiiletének a hossza:

d(P,S) =|(n,p —rp)|-
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Koordinatakkal kifejezve:

d(P,S) = |n1(xz — x0) + n2(y — yo) +n3(z — 20)|.

P
L/
d
p—ry
n p
Py / ,/
\ 1
S \ !




