Linearis egyenletrendszerek

Linearis egyenletrendszernek nevezzuk az

a11x1 + a1oxo+ ... H+ai,Tn = b1

a>1x1 + asoxo+ ... “ao,Trn = bo

ap1T1 + apoxo+ ... +ap,Trn = b
n ismeretlenes, k egyenletbdl allo egyenletrendszert, ahol
411, Q125 -+-5Qlns---s@kls---50kn,b1,...,br adott valos szamok.
r1,...,xn JelOli az ismeretleneket, az a;; szamokat a linearis
egyenletrendszer egyutthatdinak mondjuk, mig a b1,bo,...,b;

szamokat a konstansoknak.

Amennyiben b7 = 0,...,b, = 0, az egyenletrendszert ho-
mogénnak nevezzuk, altalaban inhomogénnak.



e Az ismeretlenek egyutthatdi és a konstansok nemcsak a
valos szamtestbdl vehetdOk, hanem lehetnek mas szamtest,
pl. a komplex szamtest elemei. Ekkor természetesen a
megoldasokat is ugyanazon szamtestben keressuk.

e Egvyenletek, egyenletrendszerek esetében két alapvetd kérdés
van:

1) Van-e az egyenletrendszernek egyaltalan megoldasa, s ha
van, a megoldas egyértelmi-e?

2) Hogyan hatarozhatjuk meg a megoldast, vagy megoldasokat.

e mMmegoldhato: ha a linearis egyenletrendszernek I|étezik
megoldasa

ellentmondasos: ha nincs megoldasa

hatarozott: ha pontosan egy megoldas |étezi

hatarozatlan: ha tobb megoldasa van



Két linearis egyenletrendszert ekvivalensnek mondunk, ha
megoldasaik halmaza azonos.

Ekvivalens atalakitasok:

e az egyenletet megszorozzuk valamely nullatol kulonbozd
szammal

Ugyanis ha egy ci,co,...,cn SZam n-es megoldja az eredeti
egyenletrendszert, akkor az udjat is, hiszen az elsO egyenlet
esetében

AajicitAraiseo+. . .+ Aayen = AMaii1c1taiser+. . . Fa1,cn) = Abq

Mig a tobbi egyenlet ugyanaz, mint az eredetiben.



e valamely egyenletet ugy valtoztatjuk meg, hogy hozzaadjuk
valamelyik masik egyenletet.

Ugyanis ha cq,co,...,cn megoldja az eredeti egyenletrendszert,
akkor az uj elsot is:

(a11 +ao1)er + (@12 +an)co + ...+ (a1, + agp)en =

= (ay11c1+aqrco+. . .+aq1,cn)+(as1c14aooco+. . .+an,cn) = by+bo

S a tobbit is, hiszen azok ugyanazok, mint az eredetiben.



Gauss eliminacio

e alkalmas egy tetszdOleges linearis egyenletrendszer megoldasainak
elballitasara, illetve annak eldontésére is, hogy az egyen-
letrendszer hatarozott, hatarozatlan vagy ellentmondasos.

e az ismeretlenek szukcessziv kKikuszobolésének modszere

e az egyenletrendszert ekvivalens atalakitasokkal olyan alakra
hozzuk, hogy onnan a megoldhatdsag, és a megoldasok
konnyen leolvashatok legyenek.

e trapéz alak vagy specialis esetben haromszogalak



Def.: Egy linearis egyenletrendszert trapéz alakunak mondunk,
ha van olyan 1 < r < k, hogy a11 # 0O,aop> # 0,...,ar #= 0,
aij:O, ha:=1,2,...,r,5 <1 €S aij:O, ha:t>r,g=1,...,n.
Specialisan, az r = n esetben haromszogalakunak nevezzuk az
egyenletrendszert.



A Gauss eliminacio fo |épése:

1. Amennyiben a17 # 0, a masodik, harmadik, stb., k-
adik egyenletbdl az xq ismeretlen eltuntethetd, masszoval

Kikiiszobolhetd azaltal, hogy az els6 egyenlet (— il )-szeresét
aii

adjuk az i-dik egyenlethez (1 = 2,3,...,k).

2. Ha ayj; = 0, akkor az elsO egyenletben nem nulla
egyutthatoval szerepld ismeretlent kell elbrehozni elsd is-
meretlennek, s ekkor végrehajtani az ismeretlen Kikuszobolését.

3. A masodik Iépésben a masodik ismeretlent kuszoboljuk Ki
a masodik egyenlet utani egyenletekbdl, stb. és igy tovabb
mindaddig, amig van mit kikuszobolni. Ily moddon trapéz
alakhoz jutottunk.



A trapéz alakrol felismerhetd, hogy van-e megoldasa az
egyenletrendszernek.

Pontosan akkor megoldhatd, ha trapéz alakjaban az » + 1-dik
egyenlettdl kezdve a jobboldali konstansok mind 0O-ak.

A megoldhatd esetben az egyenletrendszer pontosan akkor
lesz hatarozott, ha »r = n, azaz haromszogalakra jutottunk.
Ugyanis ekkor az utolsd, n-dik egyenletbdl adodik x, egyetlen
lenetséges értéke, ezt behelyettesitve az el6zbbe x,_1, majd
ezt is az el0zObe helyettesitve az ujabb ismeretlen értéke, stb. s
végul az elsd egyenetbdl x1.



Ha viszont r < n, akkor az egyenletrendszer hatarozatlan,
hiszen az x,41,z,42,...,2n UN. SZabad ismeretleneknek tetszoleges
értéket adva az egyenletrendszer hatarozotta valik, azaz az
elbbbiekben alkalmazott visszahelyettesitéses modszerrel egy
(partikularis) megoldast kapunk. A szabad ismeretlenek
viszont sokféleképp megvalaszthatok, teljesen tetszblegesen,
ezért végtelen sok megoldasa van az egyenletrendszernek.
Ilyenkor szokas a megoldasokat a szabad ismeretlenek fuggvényében

felirni.



e HOMogén linearis egyenletrendszer mindig megoldhato,
hiszen 1 = 0, x> = 0,...,xn = 0 trividlisan megoldast ad.
Ezért a megoldhatdsag kérdése nem érdekes, hanem az,
hogy e trivialistol kulonbozd megoldas van-e. A Gauss
eliminacido modszere szerint ez akkor kovetkezik be, ha
r < mn. Specialisan lathatjuk, hogy ha az egyenletek
szama kevesebb, mint az ismeretlenek szama (k < n),
akkor a homogén linearis egyenletrendszernek mindig van
trivialistol kulonboz6 megoldasa is.



e Tudjuk, hogy a sikon Descartes féle koordinatarendszert
tekintve az egyenesek Ax + By = CC linearis egyen-
letekkel adhatok meg. Ezért egy kétismeretienes két
egyenletbdl allo linearis egyenletrendszer megoldhatdsaga
azzal ekvivalens, hogy a megfeleld egyeneseknek van-e
kOz0Os pontjuk. Ha egy koOzos pontjuk van, metszok,
akkor hatarozott az egyenletrendszer, ha azonos a két
egyenes, akkor hatarozatlan az egyenletrendszer, s ha
parhuzamosak, akkor az egyenletrendszer ellentmondasos.
A 3 ismeretlenes linearis egyenletek térbeli sikok egyen-
letei. Ezért a 3 ismeretlenes egyenletrendszer megoldasa
ugy is folfoghatd, mint sikok metszéspontjanak (vagy
metszéspontjainak) meghatarozasa.



Matrixszamitas

Ha adott k-n darab valds szam, s ezeket k£ sorban, s n oszlopban
helyezzuk el, akkor kxn tipusu matrixrol beszélunk. JelOlése:

a1 ai12 ... Qain
A= | %1 @22 ... G2n
akl akQ .. a,kn

a;j: Az A matrix i-dik soranak j-dik eleme

a;; az A matrix (i, j)-dik eleme.

Az Osszes k x n tipusu matrixok halmazat My, jeloli.

Ha egy matrixban a sorok és oszlopok szama megegyezik:

k = n, akkor n-edrendl kvadratikus (négyzetes) matrixrol
beszélunk. Ezek halmazat adott n esetén M, jeldli.



Azt a specialis matrixot, melynek minden eleme nulla,
nullmatrixnak mondjuk, s altalaban O-val jeloljuk. m-edrendl
egységmatrixon azt az n-edrendd kvadratikus matrixot értjuk,
melynek féatlgjaban (diagonalisaban) mindenitt 1 all, masutt
pedig 0: Jele:

1 0 ... 0O
E291 . 0
O 0 ... 1

e valos, komplex elemiU matrix, fuggvéeny mtrix

e sormatrix, oszlopmatrix



Matrixmuveletek

Két matrix oOsszeadasa csak akkor lehetséges, ha azonos
tipusuak.

Az A = (a;;) €s B = (b;;) kxn tipusi matrixok Gsszege az a kxn
tipust matrix, melynek (i, 7)-dik eleme A (4, j)-dik elemének és
B (i,7)-dik elemének 0sszege:

a11 + 0611 a2+ b12 ... aip+ b1

A+ B = a1 +b21 aoo+boo ... ap, + boy

ap1 t+ o1 ago + b ... apy T+ by



(A+B)+C=A4+ (B+C)
A+B=B+ A
A+O0O=0+4+A=A
A4+ (-A)=0
Legyen )\ tetszbleges valos szam. AA azt a matrixot jeloli, mely

A-bOl ugy keletkezik, hogy A minden elemét megszorozzuk \-
val. Ezt a fajta szorzast skalarral valo szorzasnak mondjuk.

(Au)A = A(pA)
A+ pu)A=2A+puA

MA+ B) =) A+ \B



Két matrix szorzata csak akkor értelmezett, ha az elsbnek
annyi oszlopa van, mint ahany sora a masodiknak.

Az Ae My, €s a Be M, matrixok szorzata az a C € My
matrix, mely (7, 7)-dik eleme:

n
cij = aj1b1j + apbo; + ...+ ainbp; = ) aishs;
s=1

A matrixszorzas tulajdonsagai:

A(BC) = (AB)C
(A4 B)C = AC + BC
A(B+ C) = AB + AC

AE = A



Fontos folfigyelnunk arra, hogy a matrix szorzas nem kommu-
tativ: altalaban AB # BA.

Linearis egyenletrendszer matrixegyenletként is értelmezhetd:
Ha A jelOli a linearis egyenletrendszer egyutthatdibdol képzett
k x n-es matrixot, X az ismeretleneket tartalmazd n x 1-es
oszlopmatrixot, s B a konstansokat tartalmazd k£ x 1 o0sz-
lopmatrixot, akkor az egyenletrendszer az

AX =B

matrixegyenletté tomorithetd.



Egy A kvadratikus matrixot invertalhatonak mondunk, ha
|étezik hozza olyan B matrix, hogy AB = BA = FE. Ezt a
B matrixot A inverzmdtrixanak nevezziik, s a jele A~ 1.

Meg lehet mutatni, hogy ha A invertalhato, akkor csak

egyetlen inverze van. Viszont nem minden kvadratikus matrix

invertalhato, pl. a (1) (1)> matrix sem. Késbbb fogunk majd

mondani feltételeket arra, hogy egy matrix mikor invertalhato.

Az n-edrendd invertalhatd matrixok halmaza a szorzas muveletére
nézve zart, azaz két invertalhatd matrix szorzata is in-
vertalhato, és

(AB) 1 =pB~1a1



Az inverz matrix meghatarozasa a kovetkezd megfigyelésen
alapszik: Az inverzmatrix elsd oszlopaban szerepld szamok
megkeresése egy olyan linearis egyenletrendszer megoldasat
jelenti, mely egyutthatomatrixa A, a jobboldali konstansok
oszlopa pedig az E egységmatrix elsd oszlopa. Az in-
verz matrix masodik, stb. j-dik oszlopanak megkeresése azon
linearis egyenletrendszer megoldasat jelenti, mely egyutthatd
matrixa A, a jobboldali konstansok oszlopa EF masodik, stb. j-
dik oszlopa. Tehat n darab linearis egyenletrendszert kell
megoldanunk, de ezek baloldala mind ugyanaz. Mivel a
Gauss eliminacio Iépéseit csupan a baloldali egyutthatdmatrix
iranyitja, ezeket az egyenletrendszerek egyidejileg is megold-

hatjuk. Ezt a modszert szimultan Gauss eliminacionak
nevezzuk.



