Sorozatok konvergencidja

1. Allapitsuk meg, hogy az aldbbi sorozatok koziil melyek konvergensek, melyek diver-
gensek.

ap, = (1", b, =2", ¢, =(0,3)",  d,=38sin(7,2n°),

2 1
en = logy(n? +n), fn = 72—1—3, gn = sin(2mn?),

n=1,234....

2. Vizsgaljuk meg a kovetkezo sorozatokat monotonitas és korlatossag szempontjabol.
Hatarozzuk meg a sorozatok hatarértékét is.
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3. Vizsgéaljuk meg, hogy hanyadik tagtol kezdve esnek a sorozat elemei a hatarérték
102 sugari kornyezetébe:
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(a) n = g i (b) a,=1-— —

4. Hatarozzuk meg a kovetketkezd sorozatok hatarértékét, amennyiben az létezik.

B vAn? + 3n.
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(b) a, =vn?+1—n;
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. Tudjuk, hogy lim (

. Mennyi a kovetkezo sorozatok hatarértéke?

24+ 8n b o 2+ 8n 2~|—8n+10 2+ 8n
an = ) n — 7 G = ;
3+ 0n 810\ 379y, 319n ' O810{3 9,

g n® + 7n + 49n? ot —nd+3n2—n+23
n — €n = ;
nd —2nt —n + 3n?
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) = 2. Egy adott ¢ > 0 szamhoz hatarozzunk meg egy

olyan N természetes szamot, melyre 487;"_+233 — 2| <e, ham>N.

Tegyiik fel, hogy a,, — 4+00. Maximum hany torlodasi pontja lehet ennek a sorozat-
nak?

. Tegytik fel hogy a,, — +o0, b, — 0. Lehetséges-e, hogy a,b, — 0, a,b, — —1,2,3,

an,b, — 00, a,b, — —o00?

. Bizonyitsuk be, hogy ha a,, — a, és a,, > 0 badrmely n € N-re, akkor ,/a, — +/a.

Tudjuk, hogy lim (1+21)"=e~2,71... .
Mutassuk meg, hogy lim (14 &)" = \/e. Mennyi lim (1+ )"?
Tegyiik fel, hogy a,, — +00. Bizonyitsuk be, hogy log, a,, — +oc.

Tegytik fel, hogy a,, — 13. Legyen b, = a,,,1 — a,,. Bizonyitsuk be, hogy lim b, = 0.

Legyen a; = q, as = ¢+ ¢%, a3 = ¢+ ¢* + ¢>,... . Milyen ¢ esetén konvergens ez a
sorozat?

Legyen a; = ﬁ, as = ﬁ + %, az = 1—12 + 2—13 + ﬁ, ... . Bizonyitsuk be, hogy az a,
sorozat konvergens.

Legyen ay = 1, ay = 1 + 2%, a3 = 1+ 2% + 3%, . Bizonyitsuk be, hogy az a,

sorozat konvergens.

Szamitsuk ki a lim s, hatarértéket, ahol
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B =345+ Ty
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Sorok konvergenciaja

17. Szamitsuk ki a kovetkezd végtelen sorok osszegét:
=~ 1 14 (—1)F /1 2
@ D O X e © X lzm-ma)
k=0 k=0 k=0

18. Konvergensek-e a kévetkezo sorok:

=1 =1 1 1 1 1

(a) ;%; (b) ;2]{_1; (c) sttg gt
=1 k-1 = 2%k —1

(d) ;m, (e) k_lT, (f) 2 oy
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(2) ;\/E (h) k;( 1) = (i) ,;k(kw)’
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19. A kovetkezd feladatokban alkalmazzuk a hanyados-, illetve gyokkritériumot.

(e.¢] 2]{)71 o o0
. b k1002—2k. k!21—1€.
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20. Szamitsuk ki a kovetkezd hatvanysorok konvergenciasugarat:
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Fluggvények hatarértéke

21. Az f(x) = 5
eloszor az
xg) _

sorozattal, majd az z® =2+ =
n

% fliggvény az x = 2 helyen nincs értelmezve. Kozelitsiik meg a 2-t

1

n

sorozattal, és hatarozzuk meg a megfelelo fliggvényértékek sorozatanak hatarértékét.

Ertelmezziik az eredményt.

22. Hatarozzuk meg a kovetkezo hatarértékeket:
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23. Igazoljuk, hogy fennéllnak a kovetkezo Osszefiiggések:
(a) lim(1+y)¥ =
y—0

(b) lim /1 + 3z = €?;

z—0

(c) hII(l) = log, €, a>0, a#1;

log, (1 + )
T

(d) Hm(1 + ax)*

z—0

= e, a>0, neN.

24. Dontsiik el, monotonok-e a kovetkez6 fiiggvények:

(a) f(z)=1—-2* x<I;
1

(b) f(éB)ZxJrl T # -1

(c) f(x):él—ix? -2<x <2
(d) flz)=1-2% 2>

(e) f(z) = @EZ v #£kr, ke Z

(f) f(z) =1—sindx 0<z<m/2
25. Lehetséges-e, hogy nem folytonos fiiggvények osszege, illetve szorzata folytonos?

26. Bizonyitsuk be, hogy minden paratlan foku, valds egytitthatés egyenletnek van valds
gyoke.

27. Vizsgaljuk meg, hogy viselkednek a kovetkezo fiiggvények szakadasi helyeik kérnye-
zetében és a végtelenben:

x — 2)?
() fla)= ) 1) = 22D
r—1 22 -9
© fla)= 5 (@ 1) = g
(© flz) =37, (6) f(z) = arctg
L s -2 ez <0
@ f@=4"2"" T2 w) f@) =002 ha0<r<o
Z, ha 2 >2; 4 —x, ha z > 2.

28. Allapitsuk meg, hogy vannak-e olyan pontok, melyben az

fx) =

{4 — 2%, ha z raciondlis

4+ 2% ha x irraciondlis

fiiggvény folytonos.



Egyvaltozos fliggvények derivaltja

29. Szamitsuk ki az f(z) = 1/2? fiiggvény derivaltjat x = 2-ben, azaz hatdrozzuk meg
1/22 —1/2?
x—2

a lim hatarértéket.

T—2
30. Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = |z| fliggvény nem differencidlhaté x = 0-ban. Ehhez

|xn| - |O| o |xn|
= sorozat nem

meg kell adnunk egy olyan z,, — 0 sorozatot, hogy az 0
Ty — T

konvergens.

31. Abrézoljuk az

0 haz<O 0 ha <0
f(x) = ésa g(x) =

22 haxz>0 z ha >0
fiiggvényeket. Differencialhaté-e f és g © = 0-ban?

32. Derivéljuk a kovetkezo fiiggvényeket:

- 4 24 /3
fO="57 =g ha) = 50
i(z) = sin 2w; Jj(z) = 2sinz cos z; k(z) = sin2?;
¢(x) = sin(cos x); m(z) = In(sin z); n(z) = o

o(x) =z 18, plz) = (tgVa?+ cos:c)3; q(z) = tgx/cosuz.

33. Adjuk meg a kovetkezo fliiggvények derivaltjat:

e
h(iL‘) = =T z(x) = 7?2 + (sin I.)sina:;

j(z) = (In2z)*"; k(z) = (322) Vo 4,

((z) = 1g{ba® + 32% — sin*(2 — 2)}; m(z) = << (w — 4)) x6> %4.

34. Hatarozzuk meg az
(a) y = arcsinzx; (b) y=arctgux;
(¢) y=arcctgu; (d) y=arccosz.

fliggvény derivaltjat.



35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Derivalhatok-e az alabbi fiiggvények? Ha igen, mennyi a differencialhanyadosuk?
fla) =12, gle)=|lnzl;  h(z) =2’ i(e) = |z -2 [z - 3]

Legyen [ egy paros, g pedig egy paratlan fliggvény, azaz teljesiiljon f(x) = f(—x)
és g(x) = —g(—z). Mit mondhatunk ekkor f és g derivaltjarol?

Tekintsiik az f(z) = —2® + 222 — x fiiggvényt. Hol vannak f helyi szélséértékei?
Adjuk meg azokat az intervallumokat, ahol f monoton névekvo, illetve monoton
csokkeno.

Legyen f(z) = x?. Lagrange tétele szerint létezik egy olyan z € (1,2) szam, hogy

=3 = f'(z2). Keressiikk meg z-t.

Ha f differencidlhaté xo-ban, és f-nek ott helyi széls6 értéke van, akkor f’(zq) = 0.
Adjunk meg egy olyan konkrét fiiggvényt, hogy f'(z¢) = 0, de f-nek nincs helyi
szélsoértéke xo-ban.

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények magasabbrendii derivaltjait:
(a) f(z)=8z*+42°+32?+5 fO(z) =
) flx) = @
c) f(x)=e"cosz @) (2
d) f(zr)=2*Inzx @) (x
(z

) =
)=
) =
e) f )=

Vizsgaljuk meg a kovetkezo fiiggvényeket, van-e szélsoértékiik, s ha van, milyen.
Hatarozzuk meg azokat az intervallumokat, amelyekben a fiiggvény monoton.

) = arctgx @) (2

4 T

(a) flz)=a"—a% () f(x)=

2 —1
© s =51

(e) flz)=av1—2a? (f) flz)=—zlnz.

A kovetkezo fiiggvényeknél vizsgaljuk meg, hogy a fiiggvény gorbéje mely interval-
lumban konvex, illetve konkdv. Hatarozzuk meg a fliggvény inflexids pontjanak
koordinatait is.

(d) f(x) =sinz + cosz;

(a) f(x)=a®—32%—9x+9; (b) g(x) = (v - 2)* = 5;
(©) ha) = s @ i) =1+ (25)
() j(2) =5+ (f) k(z) = arctga;

(9) L(z)= %(em —e ) (h) m(z) =x(lnz)""



43. Vizsgaljuk meg a kovetkezd fliggvényeket. (Hatdrozzuk meg a gyokoket, hatarérté-
keket, azokat az intervallumokat, ahol monoton novekvé, illetve csokkend, konvex

illetve konkav, végiil abrézoljuk a fliggvényt.)

(a) fi(z) =8(z® — 9z); (b)

fa(z) = (z = 1)*(z + 3)%

1—1—173‘
2 )

T

fo(z) = sin2x + 2 cos x;

CI O R @ i) =
(e) fs(x)= m; (f)
(9) folz) = % 0<z <2

44. 1’Hospital szabaly alkalmazasaval hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket:

45.

46.

47.

48.
49.
20.

1 —coskx x
lim ———; (b)) lim ————;
(@) 701 — cosma’ (®) 500 In(z + 1)’ (€)
— 1
(d) lim -8 () lim—0Z ()

a—0 ¢ —sinx’ z—1 gz — g’

. In (%) . arctgx .
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1
. . 1 . 2 x2
(m) Jim sna)t o () lmate ™ 5 (o)
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lim — :
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lim :
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5
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hH(l) 2x ctg 3;

r 3x2 —2x—1
im ——
a—1 b2 —x — 4’

Hatérozuk meg az y = cosx fiiggvény Maclaurin-sorat, valamint az © = 7 helyen a

Taylor sorat.

Legyen g(z) = 625 — 2525 4 8z — 92 + 422 + 1. Irjuk fel a fiiggvény x = 2 helyhez
tartozé Taylor-formulajat, azaz alakitsuk at a fliggvényt tgy, hogy benne csak az

(x — 2) hatvanyai szerepeljenek.

Hatérozzuk meg az y = e* fiiggvény Maclaurin-sorat, valamint az x = 1 helyen a

Taylor-sorat.

A K =1 cm keriiletti téglalapok koziil melyiknek a legnagyobb a teriilete?

Az 1 m? teriiletii téglalapok koziil melyiknek a legkisebb a keriilete?

Az r = 2m sugaru korbe irhaté téglalapok koziil melyiknek a legnagyobb a tertilete?

Es a keriilete?



