10.

11.

Komplex szamok

. Mennyi az alabbi komplex szamok valés és képzetes része?

-7+ 34, 8+0¢, 0+ 34, =41, 54,0, 7, =i + 1

Szamitsuk ki a kovetkezd Osszegeket!
2+43,2i+3i, (5+4i)+(7T+3i), B—1i)+ (3+1), (2+17) —4i+ (3 + 39)

. Végezziik el a kovetkezd szorzasokat!

4.2, 4 (=i), (—i)- (=), 3=2i)-i, (3—2i)- (3+2i), 5+ 7Ti)- (1 —4), (1+4)®

Mennyi ¢, i', 42, i3, i*? Mennyi 109, 101, §102 4103 41049

4k’ Z'étk—i-l7 i4k+2, Z’4k+3? (

Mennyi ¢ k egész szam)

. Konjugéljuk az alabbi komplex szamokat!

0, 3,4, =2, 141, =7— 31

Szamitsuk ki a kovetkezd hanyadosokat!

4 4i 3421 342 8 6+3¢
27 =247 4 0 3=2¢7 2-T7i) —441

Hozzuk algebrai alakra az aldabbi komplex szamokra vonatkozé kifejezéseket!
2
(@) m=em
1
(b) (3+44)2
2414
(C) i(— ?::41)
VB4
(d) (1- Z)(\/g i)
(e) E=hIE=T

. Allapitsuk meg, hogy milyen komplex szamokra igaz

a)z=z b)z=i-z ¢ z=1 d)z=5-z

) Abrézoljuk a kovetkez6é komplex szamokat a komplex szdmsikon!

144,1,0,4, —2¢, —1, —¢, —1, 3+ 24, 3 — 21

Hol helyezkednek el az alabbi halmazok a komplex szamsikon?
A={z:Im(z) >1}, B={z:Re(2) <0}, ANB, AUB, B— A
Hatarozzuk meg a kovetkezo komplex szamok abszolut értékét!

1 1
0, 1,4, —i, 77T+ 770, — + —1i, —1 — i, —T7i
V2 V2



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

1
Bizonyitsuk be, hogy () =—¢s
z z

[S—y
7 N
SEIES
N——
I
SIS

1 1
Bizonyitsuk be, hogy H = — és M =
2l 2l ol

v

frjuk at az alabbi komplex szamokat trigonometrikus alakba!

1 V3. V3 i
+ ol o — 5

al707 Z, 37 2 +Z7 9 9 9 9

Legyen u =2 - (cos 17° +isin17°), v = 5 - (cos41° + isin41°).

: 2 .3 -1 , -2 10
Mennyi u - v, u/v, u*, u?, v, v (u-v)"°?

Tudjuk, hogy (cos a+isin a)® = (cos 3a+i sin 3a). Hasznaljuk fel ezt az dsszefiiggést
cos 3a és sin 3o kiszamitasaral

Legyen u = 64 - (cos 48° 4 isin 48°). Szamitsuk ki u masodik, harmadik és negyedik
gyokeit!

Abrézoljuk a komplex szamsikon 1-nek az 0sszes n-edik gyokeit n = 2, 3, 4 és 5-re!
Milyen alakzatokat feszitenek ki az egységgyokok, mint cstcspontok?

Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket a komplex szamok korében!
(243i)- 2—4i=0,2-7-2242-i-241=0, (3+2i)2> =42+ (2—1) = 0.

Abrézoljuk a komplex szamsikon a kovetkezd halmazokat!

A={z:]z| <1}, B:{z:'i‘gl}, C:{z:’zii|>2}

Odjuk meg a z -z + z — (10 4+ i) = 0 egyenletet!

0 _ 100

Oldjuk meg az 2% + 1 = 0 egyenletet!

Oldjuk meg az 2% + 2z + 10 = 0 egyenletet! Szdmitsuk ki a két gyok szorzatdt és
Osszegét, majd hasonlitsuk Ossze az eredményt az egyiitthatokkal! Mit figyelhetiink
meg (és miért)?

Hatarozza meg az alabbi egyenletek megoldasait a komplex szamok halmazan!
) 22 —2i2—5=0

) 22— (2+3i)2—1+3i=0

(c) 22+ (5—2i)z—5(1—1i)=0

) 22+ (1—2i)2—2i=0



25.

26.

27.

28.

29.

30.

Linearis egyenletrendszerek

Oldjuk meg a kovetkezo linearis egyenletrendszereket!

r1  +xe +2x3 3y = 1 221 4xo  Hxz = 2
3r1 —x9 —x3 —2x4 = —4 1 +3x2 Hx3 = 5!
2r1 +3rx9 —x3 —x4 = —6 r1 +xo +dbrs = =7

1 +2x0 +3x3 —x4 = —4 2x1 +3x9 —3x3 = 14

Adjuk meg a kovetkezo linearis egyenletrendszerek 0sszes megoldasat!

2 1 -1 -1 1 1
1 -1 1 1 =2 0
3 3 -3 -3 4 X = 2
4 5 =5 =5 7 3
3 1 -2 1 -1 1
2 -1 7 -3 5 2
1 3 =2 5 =7 X = 3
3 =2 7 =5 8 3

Tekintsiik a kovetkezo linearis egyenletrendszert:

2]31 —|—3ZE2 —T3 = 2
3£L'1 —f-)\ZEQ +4fL’3 =
Try +4xry +2235 = k

ot

a) Legyen k = 8. \ milyen értékei esetén nincs megoldasa az egyenletrendszernek?

b) Most legyen A = —2. Milyen k esetén oldhaté meg az egyenletrendszer?

1 2 -1 0 20
=(23)2=(30)e=(03)
—2
1 21
p=(g1)r=]

Szamitsuk ki AB-t, BA-t, AC-t, ADF-t, DF-et. Figyeljik meg a specidlis esetek
hatasat!

Legyen

Mikor invertalhato az ( CCL d ) matrix? Hogyan szamithatjuk ki az inverzét?

Egy métrixot fels6 triangularisnak mondunk, ha féatldja alatt mindeniitt nulla all.
Mutassuk meg, hogy fels6 triangularis matrixok szorzata is felsé trianguldris.



31.

32.

33.

34.

35.

Hatarozza meg a kovetkez6 matrixok inverzét, ha létezik!

2 -1 -1 ;_?_g:g 2 1 -1
A=[3 4 =2 A= A=[3 1 =2
3 -2 4 32 -1 2 10 1
2 -3 2 1
Legyen

1 2 3

A=13 01

0 6 8

Mutassuk meg, hogy van olyan 3 x 3-as nemzérd matrix, melyre A - X = 0.

Mutassuk meg, hogy az

12 3 4 7 1
A=11 3 =2 B=| -14 8 =5
24 7 11 14 3

matrixok invertalhatok, és hatarozzuk mg az A- X = B egyenlet 0sszes megoldasat!

Egy k x n tipusi A métrix transzponaltjan azt az AT n x k tipusid méatrixot értjiik,
mely (7, j)-dik eleme az A matrix (j, i)-dik elemével egyezik meg (i = 1,2,...,n, j =
1,...,k). Igazoljuk, hogy
(A+ B = AT + BT

(AB)T = BT A"
s ha A invertdlhaté, akkor A7 is, és (AT)~! = (A~HT.
Az A kvadratikus métrixot szimmetrikusnak mondjuk, ha AT = A, s antiszim-
metrikusnak, ha AT = —A. Mutassuk meg, hogy
a) szimmetrikus matrixok dsszege is szimmetrikus
b) antiszimmetrikus matrixok Osszege is antiszimmetrikus

¢) barmely kvadratikus métrix el6dll egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus
matrix Osszegeként.

d) antiszimmetrikus matrix f6atlgjaban mindeniitt nulla 4ll.

e) ha A és B szimmetrikus, és AB = BA, akkor AB is szimmetrikus.



36.

37.

38.

39.

40.

41.

Vektorterek

Alteret alkotnak-e a valés R® vektortérben a megadott részhalmazok?

X1,T2,T3,T4,Ts T1 = T5,T2 = T3 }

) |

T1, T, T3,T4,T5) | Ty —To+ T3 —24+25=0}

T1, %9, T3, Ty, X5) | x; paros szam i=1,2,...5 }
) |

X1, %9, T3, Ty, T5) | X1 és xsraciondlis szam }

N N /N /N

2 2 2 _
T1, T2, T3, T4, ¥5) | a7 +a3+a3=0}
Hény dimenziésak az alterek?

Tekintsiik a legfeljebb n-edfoki valds egyiitthatés polinomok Py, [t] valds vektorterét!
Alteret alkotnak-e, s ha igen hany dimenziésat a megadott polinomhalmazok?

(a) L={pePult]|p(1994) =0}

(b) L={pePult] | p(t) =p(—t) Vi€ R }

(¢c) L=A{plt)=aut"+...4at+a|a, €Q,i=1,....n}

(d) L={pePult] | p(1)+p(-1) =0}

Igazoljuk, hogy az a, b, c vektorrendszer pontosan akkor linearisan fliggetlen, ha az
a+ b+ c,a+ b,a vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

Mutassuk meg, hogy aq, as, ..., a; pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha
a1,y — A1y...,Qp — A1 is az.

Linearisan fiiggetlenek-e a megadott vektorrendszerek?

a) a Ps[t] vektortérben: pi(t) = (t — 1), po(t) = t* — 1, p3(t) = 2¢* + 2t — 3.
b) a C? komplex vektortérben: a = (1,0,1), b= (i,1,0) ¢ = (i,2,1 +1).

Igazoljuk, hogy e;, i« = 1,...,n bazis R"-ben, s adjuk meg az = vektor koordinatait
az adott bazisra vonatkozdan:

n=3 n=4
€1 = (]., 1, 1) €1 = (1, 1,0, 1)
es = (1,1,2) es =(2,1,3,2)
es = (1,2,3) es = (1,1,0,0)
r=(6,9,14) e, =(0,1,—-1,-1)
x=(0,0,0,1)

n=4

€1 = (1,2,1,2)

es =(2,3,0,—1)

es =(1,2,1,3)

es =(1,3,-1,0)



42. Hatarozzuk meg a kovetkezd vektorok altal generdlt altér bazisat és dimenzidjat!

B by =(1,1,1,1,0)
B, !
a2:(4 . )’ bs = (2,2,0,0,—1)

3 e by =(1,1,5,5,2)
= (1’5’ =3 1) bs = (17 —1, 17070)

43. Az n-edrendii kvadratikus matrixok vektorterében tekintsiik a szimmetrikus, illetve
a ferdeszimmetrikus matrixok halmazat!

Sp={AeM,|AT = A} A, ={AeM, | AT =—A}

Igazoljuk, hogy S, és A, altér M, -ben! Adjuk meg ezen alterek egy-egy bazisat és
dimenziéjat!

44. Tekintsiik a komplex szdmhdrmasok C?® halmazat a szokdsos miiveletekkel. Hany
dimenzidés vektorteret kapunk, ha a skalartest C, R illetve Q)7

45. Mennyi az A matrix rangja? Adja meg a sorvektorai altal generalt altér egy bazisat!

1 1 1

|

1 -2 0

S B b) A=| 4 5 6

-1 1 -1 20
-1 -1 1



46. Igazoljuk, hogy

T11
det

T31

. ’

Determinansok

det Ti1 T2\ .
€ = X11%22 — T12T21;
To1 Ta22

T12 T13
Tog Tz | = T11T22%33 + T12T23%31 + T13L21T32
Tr32 X33

—X13T22X31 — T12X21X33 — L11X23T32

47. Szamitsa ki a kovetkezo determinansok értékét:

1
1
a) 1
1
0
1
c) 5
3
48.
0
0
a) 5
1

49.

eljaras szerint képezziik:
a)
b)

ai; = min(i; j),
a;; = max(i; 7).

50.
|A| =0, ha

Hatérozzuk meg az A matrix determindnsat, ha az A métrix a;;

1 11 1 1 1 1
21 2 1 t —1 —1
1 3 1) b) 1 -1 1 -1V
21 4 1 — -1 )
1 2 3 1 2 3 4
01 2 : d) 3 4 5 6 |
1 01 5 6 7 8
210 31 23 55 42

A kifejtési tétel alkalmazasaval szamitsa ki a kovetkezo determindnsok értékét:

3

2
-8
—11

b)

N O OO
~J O = =
=~ Ot — —

1
1
)
7

W~ O Ot
=~ W o =

elemét a kovetkezo

Legyen A egy (n + 1)-ed rend kvadratikus matrix. Az z mely értékeinél lesz az

1 1 1 1

1 1—2x 1 1
|1 1 2—x 1

1 1 1 n—=




51. Hatarozzuk meg a kovetkez6 matrixok inverzét:

o
S~—
-~
— O
—_ =
—_
~
o
S—
/=~
Sl o=
— |
— N W

|
— |
DY W O
~

1 1 1 1

-2 51 1 1 -1 -1

0) 3 -1 4 |; d) .
2 07 1 -1 -1 1

12 3 4 10 0 —1

23 1 9 9 1 —1 —1

¢) 11 1 -1 | f) 32 0 —1
10 -2 —6 10 1 1

52. Milyen ) értékek mellett invertalhatok az alabbi matrixok:

1 1 2 1 A =12
a) 3 -1 A |; b) -2 -3 A
1 -1 -1 1 2 6

1 A
¢) A0
0 1

53. Oldjuk meg Cramer szaballyal a kovetkezo lineéris egyenletrendszereket:

1 12 ~1
a) 2 -1 2 |Xx=|-4];
4 1 4 —2

1 2 3 =2 6
2 -1 -2 -3 8
b) 3 2 -1 2 X = 4
2 -3 4 1 —8



