Komplex szamok

Definicio. Komplex szamoknak nevezziik a valos szamokbol
képzett rendezett (a,b) szampdrok halmazat, ha kozottik az
OSsszeadast és a szorzast kovetkezOképpen értelmezziik:

(a,b) + (¢,d) :=(a+c¢,b+ d)

(a,b)(c,d) := (ac — bd, bc + ad)

a-t az = (a,b) komplex szam valos részének, mig b-t a képzetes
(imagindrius) részének nevezziik. Jelolésiik: Re(z) és Im(z).

Kéet komplex szam pontosan akkor egyenld, ha valos és képzetes
részeik megegyeznek. A komplex szamhalmaz jele: C.



Allitas. A komplex szamok C halmaza a fent definidlt sszeaddsa
€S szorzasa teljesiti a testaxiomakat:

z+w=w+z kommutativitas
(z4+w)4+v=24+ (w+v) asszociativitas
z+ 0=z nullelem
z4+(—2)=0 ellentett
ZoW =W 2 kommutativitas
(z-w) - v=2z2-(w-v) asszociativitas
l-z2=1z2 egységelem

N

=1 (z #=0) inverz



Bizonyitas. Ha z = (a,b) #= 0, akkor az a és b valdés szamok
koziil legalabb az egyik nem nulla, ezért a2 + b2 > 0. Megmu-

a b
tatjuk, ho = (a,b) inverze az , — komplex
y gy z = (a,b) (a2+b2 a2+b2) P

szam lesz:
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Lathatjuk, hogy az egységelem az (1,0) komplex szam, a
zéruselem pedig a (0,0) komplex szam lesz. Q.e.d.




e Nyilvanvalo, hogy (a,0)+(b,0) = (a+b,0) és (a,0) (b,0) =
(ab, 0) teljesiil. Emiatt az (a,0) komplex szamot azonosithatjuk
az a Vvaldés szammal, s igy a valds szamtest a komplex
szamok egy részhalmazat alkotjak.

e Ha i-vel jeloljik a (0,1) komplex szamot és 1-gyel az (1,0)
egységelemet, akkor i2 = —1. E jeldlésekkel (a,b) = a + b3,
hiszen

a—+bi = (a,0)+ (b,0)(0,1) =

= (a,0) + (0,b) = (a,b)
A tovabbiakban az a + b: klasszikus jelolést alkalmazzuk.

e Ha z = a + bz, ahol a és b valdés szam, akkor a z = a — b2
komplex szamot z konjugaltjanak nevezzuk. A konjugalt
képzése a kovetkezO tulajdonsagokkal rendelkezik:
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+z=2Re(z) és z —z=2Im(2)1

|
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— zZz pozitiv valos szam, kivéve z = O-t.

e Nem egészen trivialis két komplex szam hanyadosat képezni,
azaz klasszikus alakban kifejezni. Célszerli a nevezd kon-
jugaltjaval boviteni a tortet. PI.

3—|—4z’_(3—|—4i)(4—27;)_ 1

442i (44 2i)(4— 29) =1+

e A z komplex szam abszolut értékének nevezzuk zz nem-
negativ négyzetgyokét, jeldlése: |z|. Igy |z| = /a2 + b2
Az abszolut érték kovetkez0O tulajdonsagokkal rendelkezik:



— |2| >0, ha z#0, é |0|=0
— [zl =z
— [zw| = |z] |w|

— |Re(z)| < |7

— [Im(2)] < ||

— [z +w| < [z] + |w]



A harmadik osszefuggés igazolasahoz legyen z = a-+bz, w =
c + dz, ahol a,b,c,d valos szamok. Ekkor

|zw|2 = (ac — bd)? 4 (ad + bc)? =

= (a® 4+ b°) (% + d°) = |z|?|w|?.

Az utolsd igazolasahoz azt figyeljuk meg, hogy zw és Zw
egymas konjugdltja, ezért 2w + zw = 2 Re(zw). Igy

2+ w|? (z+w)(Z+w) =

2z + zw + Zw + ww =

2|? + 2Re(2w) + |w|* <

2% + 22w + |w]? =

2?4+ 22| [w] + |w|* = (|2] + |w])”.

VAN




A komplex szamsik

Amennyiben a sik egy Descartes-féle (derékszogii) koordinata-
rendszerében a z = a + bz komplex szamhoz hozzarendeljuk az
(a,b) koordinatdju pontot, egy kdlcsonosen egyértelmi megfelel-
tetést kapunk a sik pontjai és a komplex szamok halmaza
kozott. Az a 4 0:¢ alakd (valés) komplex szamoknak az x
tengely pontjai, mig a tisztan képzetes (0+ b7 alaki) komplex
szamoknak az y tengely pontjai felelnek meg. Ha a z = (a,b) =
a+ bi komplex szamot az origobdl induld (a,b) végpontu vek-
torral szemléltetjuk, a komplex szamok O0sszeadasanak a vek-
torok 0sszeadasa felel meg, a konjugalasnak az x tengelyre vald
tukrozés, mig a komplex szam abszolut értéke a megfeleld vek-
tor hossza. A szorzas szemléletes jelentése az un. trigonometrikus
alak segitségével lesz konnyen lathato.



Amennyiben ¢ jeldli a z = (a,b) = a + bi komplex szamnak,
mint vektornak a pozitiv iranyu x tengellyel bezart forgasszogét,
s r = |z| az abszolut értéket, akkor Iathato, hogy

a=1rCOSy, b=rsiny

Tehat 2z = a4+ bi = r(cosyp + i siny). Az utdbbit nevezziik
a komplex szam trigonometrikus alakjanak, ¢-t a z komplex
szam argumentumanak (vagy iranyszogének), jele: ¢ = arg z.
A klasszikus algebrai alakbdl a trigonometrikus alak eldallita-
sahoz r és ¢ kiszamitdsa igy torténhet: r = |z| = \/a? + b2, s

b >0 esetén -t a cosyp :% osszefuggésbdl, mig b < 0 esetén
a
-

p = 21 — o, ahol cosyg =



Szorozzuk 0ssze a z1 = r1(CoOSpq1+1i Sin 1) €S zo0 = ro(COS Yo+
i Sin o) komplex szamokat. Ekkor

z1 20 = 1172 [(COS 1 COSwp —Sin 1 Sinps)+

+i(Sin 1 COS o + COS 1 SiN w2)]
A trigonometrikus fuggvények ismert addicios képlete alapjan:

21 29 = 11 12(COS(p1 + w2) + @ Sin(p1 + ¥2))

Innen lathatjuk, hogy szorzasnal az argumentumok 0sszeadodnak,
az abszolut értékek pedig 0sszeszorzddnak. Egy adott kom-
plex szammal valo szorzas ezért ugy szemléltethetd, mint origo
korili arg ¢ sz0gl elforgatas és r = |z| aranyu nyujtas egyittese.

A szorzasra vonatkozo képletbdl adodik, hogy trigonometrikus

alakban a hatvanyozas elvégzése nagyon leegyszerisodik.

2" =r"(cos(nyp) +isin(nyp)), neN
(Moivre képlet)



1
Az osztas formulajanak megtalalasahoz el6bb —-t allitjuk el
s
trigonometrikus alakban:

1 1 .
o= ;(COS(—SO) +isin(—¢))
Ezért
Z1 1
— =z =
25 25

: 1 .
= r1(Cos 1 +isinyy) E(COS(—SOQ) tisin(—y2)) =

= (cos(p1 — w2) Fisin(p1 — 2)).



Komplex szam n-edik gyoke

Definicio. Az z = r(cosp + isinyp) komplex szam n-edik
gyokén olyan komplex szamot értiink, amelynek n-edik hatvanya
z-vel egyenlo.

Ha tehat w z-nek az n-edik gyoke, akkor w™ = z. Tegyuk fel,
hogy w = t(cos + isint)), akkor a hatvanyozas miatt
t"(cosny 4+ isinnip) = r(cosp + isin ©)

Két komplex szam akkor egyenld, ha abszolut értékeik meg-
egyeznek, iranyszogeik pedig 27 egész szamu tObbszorosében
kulonboznek egymastol. Ezért

t"=r, nY—9=k2nm



ahol k£ egész szam. Mivel t és r nemnegativ,

t={r, ¢=(p+k2r)/n

A Moivre képlet alapjan lathato, hogy w valdban n-edik gyok.
w-nek ezen eldallitasaban ugyan végtelen sok k érték szerepel,
de koOnnyen l|athatd, hogy a Kk = 0,1,...,n — 1 valasztassal n
kulonbozd w szamot kapunk, s a tovabbi k értékek nem adnak
ujabb gyokot. Ez azt jelenti tehat, hogy minden komplex
szamnak — a 0-at kivéve,— pontosan n darab n-edik gyoke
van.



