Determinansok

A determinans fogalma olyan algebrai segédeszkoz, amel-
lyel jOI jellemezhetd a matrixok invertalhatdésaga, a matrix
rangja. Segitségével linearis egyenletrendszerek megold-
hatdsaga donthetd el, sOt konkrét kiszamitasi modszereket is
szolgaltat az eldbbi kérdésekre, bar ez nem mindig hatékony.
° Definiald tulajdonsagok

° Klasszikus kiszamitasi szabaly

° Gyakorlati kiszamitasi szabaly

° Invertalhatd matrixok determinansa

° Kifejtési tétel

° Matrix rangjanak meghatarozasa



JelOléseket vezetunk be: tekintsink egy A € M, n-edrendl
kvadratikus matrixot:

CL]_]_ CL]_2 o o aln
A — (1,?]_ a22 . . 0’27?,
anl1 an2 ... ann
oszlopvektorait jelolje ay,ao, ..., an:
a1l a12 A1n
4y = an1 an = 0@2 L ap = a?n
an1l an2 ann

Ezek a vektorok most a skalar-n-esek R" vektorterében |évH
vektorok. Ilyenkor azt is irjuk, hogy A = (aq,ao,...,an).



Definicio. Determinansfiiggvénynek nevezzik azt a det: M,, —
R leképezest, amely teljesiti a kobvetkezb tulajdonsagokat:

e OSzlopvektoraiban additiv:

det (a1+af,an,...,an) = det(ay,an,...,an)+det(al,an,...,an)

e sSkalarszorzo kiemelhetd:

det(Xai,ao,...,an) = Adet(a1,ao,...,an)

e barmely két oszlop felcseréléesekor elbjelet valt:

det(ai,...,a5,...,a4...,an) = —det(ay,...,a;...,a;...,an)

e az egységmatrix determinansa 1:

detE = det(el,GQ, .. .,en) =1



A determinans fogalma bizonyos értelemben altalanositasa a
terulet, illetve térfogat fogalmanak. Ugyanis, a sikban két
vektor, a és b — kOzOs pontbdl inditott reprezentansaikkal
— egy paralelogrammat hataroz meg. Ennek t(a,b) teriletét
pozitivhak tekintve, ha a paralelogramma pozitiv koruljarasu,
mMig negativnak, ha negativ koruljarasu, konnyen lathato,
hogy teljesiti a a determinans definiciojaban megkivant elsd
3 tulajdonsagot. A negyedik pedig azt fejezi ki, hogy
az egységnégyzet terulete 1. Hasonldan megfigyelhetjlk,
hogy a tér 3 szabadvektorabdl reprezentansaikkal képezhetd
paralelepipedon térfogata is ezen tulajdonsagokkal rendelkezik.
E térfogat pontosan akkor nulla, ha a harom vektor linearisan
fuggod.



A 4 kiinduld tulajdonsagbdl vezetjuk le a determinansok
tovabbi tulajdonsagait, illetve konkrét kiszamitasi lehetdségeit.
Ha az egyik oszlopvektor a zérusvektor, akkor a determinans
értéke 0, hiszen

det (0,a9,...,an) = det (0-0,a9,...,an) = 0-det(0,a»o,...,an) =0
Ha két oszlop egyenld, akkor a determinans értéke 0O, hiszen
az alternalo tulajdonsagot kihasznalva:

det (ay,...,a,...,a,...,an) = —det(ay,...,a,...,a...,an),

s ez csak ugy lehet, ha det(ay,...,an) = 0.

Allitas. Az A matrix determinansa a kbvetkez6képp szamithato
Ki:
Al= Y (-1 a1 aim,
11,4.+yln
ahol az 0O0sszegzés kiterjed az 1,2...,n Szamok 0sszes per-

mutaciojara, tehat ez az 6sszeg n! tagu.



e A szarmaztatott képlet azonban csak korlatozottan hatékony
a determinans értékének kiszamitasara, mivel nagyobb
n esetén altalaban az 0sszes n! szorzat megkeresése
hosszadalmas. Ha azonban a matrix specialis alaku,
pl. fels6 vagy alsd haromszog alaku, akkor e kiszamitasi
képletb6l azonnal adodik, hogy egyetlen olyan szorzat
van, amely nem biztosan zérus: a foatloban allo elemek
Szorzata:

a1l ai12 ... Qain
0O a . a
0] O ... ann

e A determinans fenti kiszamitasi modjabol kovetkezik, hogy
a transzponalt matrix determinansa ugyanannyi, mint az
eredetié:

det AT =detA mas jeldléssel:  |AT| = |A]



A determinansok gyakorlati kiszamitasa szempontjabol je-
lentds a kOvetkezd allitas.

Allitas. Ha egy matrix egy oszlopat (vagy sorat) ugy
valtoztatjuk meg, hogy hozzadjuk masik oszlopanak (vagy
soranak) skalarszorosat, akkor az uj matrix determinansa
megegyezik az eredetiével.

Bizonyitas. Ha pl. az elsbhoz adjuk a masodik oszlopvektort,
akkor:

det (a1—|—a2, an, ..., an) = det (CLl, an, ..., an)—l—det (CLQ, an, ... ,an)

A masodik o0sszeadandod nulla, hiszen két oszlopa azonos. O



Most kovetkezd allitasunk azt jelenti, hogy a determinans
eltiinése (nulla volta) csak attdl fiigg, hogy az oszlopvektorok
linearisan fuggdk, vagy fuggetlenek.

Allitas. Egy A matrix determinansa pontosan akkor nulla, ha
az oszlopvektorai linearisan fliggok.

Bizonyitas. Ha az oszlopvektorok linearisan fuggok, pl. az elsd
linearisan kifejezhetd a tobbivel: a1 = Asas + ...+ Anan, akkor
det (al,ag, ce ,an) = det ()\QCLQ + ...+ A\nan,ano, ... ,an) =

= Modet (an,an,...,an) + ... 4+ Apdet (an,an,...,an)

Az utobbi determinansok mindegyikében két oszlop azonos,
ezért a determinansok nullak.



Amennyiben az oszlopvektorok linearisan fuggetlenek, akkor
bazist alkotnak R™-ben, ezért a természetes bazis tagjai is
el6allithatok veluk:

n
ej= Zﬁwaz j=1,2,...,n
1=1

Ugyanazon érveléssel, mint a determinans hagyomanyos
képletének levezetésénél alkalmaztunk, azt kapjuk, hogy

1 =det(eq,...,en) = ( Z (—1)167;11 : ann) det (ay,...,an)
11 )

R 7%

Emiatt det A = det (aq,...,an) nem lehet nulla. O



Allitas. Szorzastétel:

det(A-B) = detA-detB  mas jeloléssel: |A-B| = |A]|-|B]

Bizonyitas. Legyen C = A - B, és jelolje ¢q1,...,cnp @ C' matrix
oszlopvektorait. Ekkor

n
Cj: waaz j=1,2,...,n
1=1

teljesul. Ezért az iménti eljarassal ujra azt kapjuk, hogy

detC =det(cy,...,en) =( Y. (=1) 1. b5 n)det (ag,...,an) =

1

— detB-detA



Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy

Allitas. Egy kvadratikus mdatrix pontosan akkor invertalhato,
ha determinansa nem nulla.

Bizonyitas. Ha invertalhato, akkor van olyan B, hogy A-B = F,
ezért a szorzastétel alapjan

1l=detE =det(A-B) =detA- -detB

tehat det A nem lehet nulla.

Forditva, ha det A nem nulla, akkor az oszlopvektorai linearisan
fuggetlenek, tehat bazist alkotnak, beldlik a természetes bazis
vektorai elballithatok:

n
ej= Zﬁzyaz j=1,2,...,n
1=1

Lathatjuk, hogy az itt fellepd B,L-j egyutthatokbol képzett B
matrixszal A- B = E teljesul, tehat B lesz A-nak inverze. O



Kifejtési tétel

Tekintsuk az n-edrendd A kvadratikus matrixot, s toroljuk
belble a kivalasztott i-dik sort és j-dik oszlopot. A visszama-
rado (n — 1)-edrendl matrix determinansat az A matrix (7, 7)-
dik aldeterminansanak mondjuk, jele: D;;. Az (i,j)-dik alge-
brai aldeterminansnak nevezziik az (—1)TJD;; értéket, jele:
A;;. Ezen aldeterminansok segitségével is kiszamithato A de-

3]
terminansanak értéke:

Allitas. Oszlop szerinti Kifejtés: Legyen 5 egy rogzitett
oszlopindex. Ekkor

|A| — a’].jAlj + ...+ a'n,j nj — Z azg 17

Sor szerinti kifejtés: Legyen 1 egy rc')'gZ/tett sor/ndex. Ekkor

n
Al = aj1din + ... Faindin = ) aijAq;



e A Kkifejtési tétel alkalmazasa akkor célszerl, ha egy sorban
vagy oszlopban relative sok nulla elem van. Ekkor esetleg
kevés aldeterminans Kiszamitasa mar az egész deteminans
meghatarozasahoz vezet.

e Ha egy kivalasztott sor (vagy oszlop) elemeit egy masik
Kivalasztott sor (vagy oszlop) megfelel6 elemeihez tartozo
algebrai aldeterminansokkal szorozzuk, s e szorzatok
osszegét képezziik, 0-at kapunk: (Ferde kifejtési tétel) Ha
j7=k

n
0= alelk —|— “. —I- an]Ank — Z aZ]Azk

i=1
Ha 1+ = k
n
0 =aj1Ap1 + -+ aindpn = ) a;jAy;
j=1
Az elsé igazolasahoz fejtsiik a det (a1,...,a4,...,aj,...,an) =

0O determinanst a k-dik oszlopa szerint!



e Az algebrai aldeterminansok segitségével kifejezhetjuk az
inverz matrix elemeit:
A]Z
7oA
Ugyanis, az igy megadott matrixszal kiszamitva a A - A~1
szorzatmatrix (7, 7)-dik elemét:

A~ = (bij); bij =

n

1
2 aikbej = Z aigAjx = 6;j
=1 |A] | 1=

ahol ¢;; az egysegmatrix eleme|t jeloli.



Rangszamtétel

Legyen most A egy k X n-es matrix. A matrix rangjan
oszlopvektorainak a rangjat értjuk. Mindjart latni fogjuk, hogy
ez megegyezik a sorvektorainak rangjaval.

Tetszbleges A € My, matrix [-edrendl aldeterminansat ugy
értelmezzuk, hogy Kivalasztunk [ darab sort és [ darab os-
zlopot, s ezek metszetében szerepld elemek alkotta [-edrendl
determinanst képezzuk. Ilyen [-edrendU aldeterminansa a
matrixnak sok van, pontosan (’;)(";) darab. Most bebi-
zonyitjuk, hogy tetszlOleges matrix rangja meghatarozhato
ezen aldeterminansokkal, nevezetesen:

Allitdas. Az A mdatrix rangja megegyezik maximadalis rend(i
nullatol kiilonbozb aldeterminansanak rendjével.



e A rangszamtétel alapjan lathato, hogy tetszbleges matrix
sorvektorainak rangja oszlopvektorainak rangjaval egyenlod,
hiszen a determinansok értéke transzponalaskor nem
valtozik.

e A rangszamtételbdl az is adodik, hogy ha egy kvadratikus
matrix determinansa nulla, akkor oszlopvektorai linearisan
fugg6k. Ugyanis, ha |A| = 0, akkor A rangja kisebb, mint
n, tehat oszlopvektorainak rangja a vektorok tagszamanal
Kisebb, ezért linearisan fuggetlen nem lehet.



