A sorozat fogalma

Definicio. A természetes szamok N halmazan értelmezett
fliggvényeket sorozatoknak nevezziik. Amennyiben az értékkészlet
a valos szamok halmaza, valos szamsorozatrol beszéluink, migha
az értékkészlet a komplex szamok halmaza, akkor komplex
(értékii) sorozatrol. A f:N — R filiggvényjeldlés helyett gyako-
ribb az ay, jelolés alkalmazasa, ahol a,, a fuggvéenyértéekeket jeloli
(an, = f(n) VYn € N esetén), melyeket a sorozat tagjainak mon-
dunk.

Egy an valos(!) szamsorozatot monoton ndvekvdének mondunk,
ha an < a,41 teljesil minden n € N-re. Szigorian monoton
novekvld az ap sorozat, ha an < an,4 teljesil minden n € N-
re. Analog modon értelmezziik a monoton csokkend, illetve
szigoruan monoton csOkkenb sorozatok fogalmat.



an =1 — # szigoruan monoton novekvo

b = [%] monoton csdkkend, korlatos
cn =10gon, dn=(—1)"n nem korlatosak
k(n) =5 konstans sorozat

tn=1

qn = a1q" mértani sorozat



e sp=a1+ (n—1)d szamtani sorozat

e ay=1la>x=1, an=a,_1+a,_o
Fibonacci sorozat

Definicio. Egy a, Ssorozat torlddasi pontjan olyan a szamot
értiink, melynek tetszbleges ¢ > 0 sugaru nyilt kOrnyezetében a
sorozatnak végtelen sok tagja talalhato. Azt mondjuk, hogy az
an Sorozat konvergens és hatarértéke a, ha a-nak barmely € > 0O
sugaru nyilt kbrnyezete a sorozat 0sszes tagjat tartalmazza véges
SOk kivételével, azaz ha barmely € > 0-hoz létezik olyan ng € N
kliszObszam, hogy minden n > ng esetén |ap—al| < €. Ilyenkor azt
is mondjuk, hogy an konvergal (vagy tart) a-hoz, jelben: an — a,
vagy nILmOO an = a.



e o hatarérték — torlddasi pont is

e a hatarérték <= torldodasi pont

e ha a, korlatos, s csak egyetlen torlddasi ponttal rendelkezik,
akkor konvergens is, és hatarértéke az egyetlen torlédasi pont
lesz

e konvergens sorozatnak csak egyetlen hatarértéke van

e a konvergens sorozatok korlatosak

Péeldak



1
konvergens sorozatra: a, = —. Ez a sorozat konvergens, s

n
hatarértéke O, hiszen ha tetszbleges ¢ > O-t valasztunk, hozza

1
lehet talalni olyan kuszObindexet, pl. ng = [—] -+ 1-et, melyre
€

barmely n > ng esetén valdéban |ap — 0| = — < e. Nem konvergens
n

1

viszont, pl. az b, = (—1)"4+— sorozat, hiszen két torloédasi pontja
n

IS van.



Allitas. Valos, monoton névekvd korldatos sorozat konvergal a
pontos felsbé korlatjahoz. Valos, monoton csokkend korlatos
sorozat konvergal a pontos also korlatjahoz.

Bizonyitas. Az a, monoton novekvd korlatos sorozat pontos
fels® korlatjat jeldlje a, s tekintsunk egy tetszbleges pozitiv e-
t. a — nem fels® korlatja a sorozat elemeinek, ezért van olyan
no € N, hogy any > a — <. A monotonitas miatt ekkor minden
n > ng €setén a > anp > a — €, tehat |an — al < e. Hasonlo érvelés
adhatd monoton csOkkend sorozat esetén is. O



MuUveletek konvergens sorozatokkal

Sorozatokkal ugyanazon miuveleteket végezhetjuk, mint a valos,
illetve a komplex szamokkal: Az a, és b, sorozatok 0sszegének,
szorzatanak, illetve ha b, # 0, akkor hanyadosanak nevezzuk
rendre az an + by, anbn, Z—n sorozatokat.

n
Allitas.

e Ha a, — 0 és b, korlatos, akkor an b, — O.

e Ha an — a éSbfn,_>b, akkora/n+bn_>a+b



o Haan —a, by — b és by # 0, b0, akkorz—”—>%.
n



Bizonyitas. Jelolje K a b, sorozat egy korlatjat: b, < K.

TetszOleges € > 0 esetén a, — O miatt van olyan ng, hogy ha
g

n > ng, akkor |ap| < e Ezért

g

A masodik igazolasahoz is tetszbleges ¢ > 0-bdl indulunk Ki. anp
és b, konvergencidaja miatt €/2-h6z van olyan nq és np, hogy
n > ni, illetve n > no esetén |ap — a| < /2, illetve |by, — b < /2
teljesedik. Ekkor minden n > max{nqi,no} esetén

(an +bn) —(a+0b)| <l|an—a|+|bn —b| <e/2+ /2 =c¢.



Szorzat esetében a kovetkez0 atalakitast végezzuk el:

|anbn — CLb| — |0ann — anb + anb — ab| <

< lan||bn — b + [b] [an — a

Az an sorozat korlatos, hiszen konvergens, tehat |an| < K
valamely K € R-ra. an, — a miatt Iétezik olyan ni, hogy
ha n > ny, akkor |an, — a| < €/2|b|]. Masrészt, b, — b miatt
|étezik olyan np, hogy ha n > np, akkor |b, — b < ¢/2K.
Ha n > max{ni,no}, akkor a fenti becslést is figyelembe véve
lanbn, — ab| < € adodik.



A konvergencia monotonitasa

Allitas. Ha an, — a, by, — b 6s an < b, minden n € N-re, akkor
a <b.

Bizonyitas. Tegyuk fel indirekten, hogy a > b. Legyen & =
a—>b

2
an € (a —e,a + €). Hasonldéan b, — b miatt van olyan no, hogy

ha n > no, akkor by, € (b—¢e,b+ ¢). Ezért, ha n > max{ni,no}
teljesul, akkor

an, — a Mmiatt van olyan ni, hogy ha n > njp, akkor

b
bn<b—|—6=%=a—a<an.

Ez ellentmond allitasunk feltételének. ]



Megjegyzés. Ha a feltételben szigoru egyenldtlenség teljesul, a
kovetkezményben mégsem allithato, hogy a < b. Ezt mutatja az

% sorozatok példaja.

an — O, bfn, —
Allitas. (Rendérelv) Ha an — a, bn — a, é€s an < ¢n < by minden
n € N-re, akkor ¢, — a.

Bizonyitas. Tetszlleges ¢ > 0 esetén a, — a miatt van olyan
ni1, hogy ha n > nq, akkor an € (a —e,a + ). Hasonléan b, — a
miatt van olyan no, hogy ha n > n»o, akkor b, € (a —e,a + ¢).
Ezért minden n > max{ni,npy} esetén ap < cp < by mMiatt
cn € (a—¢e,a+ ¢) is teljesdl. ]



Valos szamsorozat tagabb értelemben vett hatarértéke

Definicido. Azt mondjuk, hogy az a, sorozat tart a végtelenhez,
ha barmely K valos szamhoz van olyan ng € N, hogy ha n > ng,
akkor an, > K. Jele: an, — oo, vagy nli_>moo an, = oco. Hasonlatosan,
az an Sorozat tart a minusz végtelenhez, ha barmely K valos
szamhoz van olyan ng € N, hogy ha n > ng, akkor a, < K. Jele:

anp — —00, vagy nli_>moo an = —O0.



e A muveletekkel kapcsolatosan majdnem ugyanazon tulaj-
donsagok érvényesek, mint a szikebben értelmezett konver-
gencia esetében, pl.:

Ha a,, — o0, b, — oo, akkor ay, + b, — oc.
Ha ay, — —o0, b, — —o0, akkor an + b, — —0o0.
Ha a,, — oo, by, — oo, akkor ay bp, — 00.

1
e Ha |ap| — oo, €s an # 0, akkor — — 0. Ugyanis, adott € > 0
an

1
esetén K = —hoz van olyan ng € N, hogy ha n > ng, akkor
€



1 1 : .
lan| > K = —, azaz |—| < e. Forditva viszont a, — 0-bdl
€ an,

. . 1 rd -~ -~
kovetkezik | —| — oo, hasonlo érveléssel.
an



Nevezetes hatarértékek

Allitas. Legyen

pen" +p_n" 4L 4 pin+ po
gsn® 4+ qs_ 1514+ ...+ qn+qo

an,

Ha r = s, akkor an — Zﬁ_

dr
Ha r < s, akkor a,, — O.

Ha r > s, akkor br > 0 esetén ap, — oo, Mig br < 0 esetén

ds gs
an — —O00.



Bizonyitas. Példakon keresztul:

2
_ _ n“4+3n+1
r==s an = 2n2—5n

Osszuk el a szamlalét és a nevezét is n2-el:

1+32 450
an — 5
2-40

A szamlaloban és a nevezbben szerepld — tagok mindegyike

n
O-hoz tart, s Kkihasznalva a muveletek és a hataratmenet

sorrendjének felcserélhetbségét, valdban an — >



Most n2-el osztjuk a szamlalot, s nevezét is:
3, 1
Lo nTge
=
>_ 2
n

Ugyanazon érveléssel a szamlald nullahoz tart, a nevezd 2-hez,
Osszességében ay, — 0.

5
r> s an=n27;|_23_n;;1

n?-el egyszer(sitve, s kiemelve n3-et:
3 4 1
31 + n4 + n>
>_ 2
n

aAn — N



1
n3 — oo, Mig a tort > hez tart, ezért szorzatuk végtelenhez tart
O



Allitas. Legyen a, = q", ahol ¢ € R konstans.
Ha q > 1, akkor an, — oo.
Ha q =1, akkor an — 1.

Ha —1 <qg< 1, akkor ap, — 0.

Bizonyitas. Ha ¢ > 1, akkor ¢ = 1+ h alakban irhatd, ahol A > 0.
A Bernoulli egyenlétlenség miatt ap = ¢" = (1 + h)™ > 1 + nh,
ezért ha adott K esetén n > ng = [Kgl] + 1, akkor

K-1

h = K.

an > 14+ nh>1-+

1 1 1
Ha -1 <g< 1, g#0, akkor |—| > 1, ezért | —| = |—|" — oo. Egy
a an q

el6zO allitasunk miatt a,, — O. O



_ 1\"™
Allitas. Az an, = (1 -+ —) sorozat konvergens.
n

Bizonyitas.
A) an Szigorian monoton né:

Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtienséget
az

1 1 1
14+ 14-...,14+-,1
n n n

szamokra:

1+i4+. 14141
n-+1

”\1/(1+%)...(1+%>-1§



n + 1-dik hatvanyra emelve:

(1+0) <+

azZaZz

an < An+1

B) an korlatos: Alkalmazzuk most a szamtani és mértani kdzép
kozOtti egyenldtlenséget az

1 1 111
14+ —,1 T R e o
+n +n +n 2°2
szamokra:

1
— <
5 =

”7u+%»nu+%w§



1 1 1 1
B R R b
o n—+ 2
n + 1-dik hatvanyra emelve:

1\" 1
(1+3) G=

an < 4

dZaZz

1
o AZ an = (1 + —)" sorozat hatarértékét e-vel jeldljik:

n
e—n|_>moo( +ﬁ) .

e Belathatd, hogy ez a szam masik sorozattal is eldallithato:



: 1 1 1 1

Bebizonyithatd, és az alkalmazasokban gyakran szukséges,
hogy ha egy b, sorozat olyan, hogy |b,| — oo, akkor

n—aoeo

lim (14 bi)bn — e.

1 mFt kamatoztatasa 100 % kamattal 1 év alatt:
Egy éves tOkésitésnél: 2 mkt

Féléves tokésitésnél: (1 + )% =2,25 mFt
Negyedévesnél: (1 + )%~ 2,44 mFt

Havi tokésitésnél: (1 + 15)12 ~2,61 mFt



<. Iyn —
év/n-es t6kesitésnél: (1 + - n



Bernoulli egyenlotlenség:.

Allitdas. Barmely n € N és h > —1 esetén teljesiil a

(1+h)">14+nh

egyenlbtienségq.

Bizonyitas. A bizonyitast n szerinti teljes indukcioval végezzuk.
n = 1 esetén nyilvan teljesul az allitas. Tegyuk fel, hogy igaz
valamely n-re: (14+h)">14+nh. 14+ h > 0, ezért vele szorozva
az egvenlotlenséget, kapjuk, hogy

14+r"T> @ +nh)A+h) =14+ (n+1)h+nh?>
> 14 (n+ 1)h.

Tehat n+ 1 esetén is teljesul az allitas. O



