Szamsorok
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Definicio. Azay+ao+...+ap+ ... = > aj Végtelen sok tagu
k=1
Osszeget szamsornak (vagy numerikus sornak) nevezziik.
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Definicio. A >  a; Szamsort konvergensnek mondjuk, ha a
k=1

mn
részletosszegek sp, = Y. aj Sorozatanak létezik hatarértéke, ezt

k=1
a hatarértéket a szamsor 0sszegének nevezziik.

@) n
Z ap =— nl|_>moo Z ag
Egyéebként a sort divergensnek mondjuk.

¢
Példa. Az un. ) qk mértani sor konvergens, ha |¢| < 1. Ugyanis
k=1
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sn= Y q =gq ;
k=1 q-



a mértani sorozatok ismert 0sszegzési képlete alapjan, s igy

R q
>t = fim s =
k=1 — 4
Divergens a
S | 1 1
— =14 -—-+-—-4...
Zr -t tatst

un. harmonikus sor, ugyanis
1 1
spn=14+-—-—+4+...4+4—=
2 n

1 1 1 1 1 1
=14 — — 4 — —+ ...+ = .
+2+(3+4>+(5+ +8)+ +n

alapjan s, felulrbl nem korlatos, hiszen a zardjelezett tagok

0sszege minden esetben nagyobb, mint 1/2.



Egy tovabbi feltétellel — a valtakozo eldjelliség feltételével, —
viszont mar elegendd a sor konvergenciajahoz.

Allitas. (Leibniz tétel). Ha a, monoton csbkkenb és nullahoz
tarté sorozat, akkor a .22 1 (—1)*t1a, szamsor konvergens.

Bizonyitas. Lathatd, hogy az sop,, részletosszegek sorozata
monoton no, felulrdl korlatos, ezért konvergens, és az Sop41
részletosszegek sorozata monoton csokken, alulrol korlatos, de a
két hatarérték megegyezik, hiszen

Sp+1 — Sn = ap41 — 0. O

Megjegyzés. egy > aj Sor abszolut konvergens, ha a Y |ag| sor
konvergens. Feltételesen konvergens egy sor, ha konvergens, de
nem abszolut konvergens.



Az abszolut konvergens sorok viselkednek igazan jol: bennuk
a tagok sorrendje tetszblegesen felcserélhetd, az 0sszeg nem
valtozik.



Pozitiv tagu sorok konvergenciakritériumai

Most olyan szamsorokkal foglalkozunk, amelyek tagjai pozitiv
szamok. Olyan elegendd feltéleket adunk meg, amelyekbdl
kovetkezik a sor konvergenciaja vagy divergenciaja. Bar ezek a
feltételek altalaban nem szukségesek a konvergenciahoz, szokas
Oket kritériumoknak nevezni.

Allitas. (Majordans kritérium)

Ha 0 < a; < by teljesiil minden k € N-re, és ) b, sor konvergens,
akkor ) ay. Is.

Ha viszont O < ap < b, és > aj divergens, akkor a > by sor is
divergens.



Bizonyitas. Pozitiv tagu sor részletdosszegei monoton novekvo
sorozatot alkotnak, masrészt a megfelelb részletosszegekre: sf <
sb . Ezért ha limsl véges hatarérték, akkor lims® is az. De ha
lim s = oo, akkor lims;, = oo is teljesul. O



Allitas. (Hanyadoskritérium)

Egy pozitiv tagd > a;. sor esetén

Ap41
ag

ha minden k € N-re < q <1, akkor ) a; konvergens,

ap41
ag

ha minden k € N-re > 1, akkor Y a; divergens.

Bizonyitas. Az elsO esetben lathatjuk, hogy a; < alqk_l teljesul
minden k € N-re. Ezért a Y a1¢*~1 mértani sor majordlja a 3 ay
sort, ezért az konvergens.

A masodik esetben ai > a; teljesul minden k € N esetén, ezért a
divergens > 72 ; a1 sor minoralja a > ay sort. O



Allitas. (Gyokkritérium)
Egy pozitiv tagu ) a;. sor esetén
ha minden k € N-re }/ap < q < 1, akkor ) a; konvergens,

ha minden k € N-re a;. > 1, akkor ) a;. divergens.

Bizonyitas. A majorans krtériumot hasznaljuk: a feltétel alapjan
ap < ¢*, 6s a . ¢* konvergens, ezért Y ay, is az.

Ha a;, > 1, akkor nyilvan a )  a; sor tagjai a divergens ) 1 sor
tagjainal nagyobbak (vagy egyenldk). O



Megjegyzés. Ha az eldz0 kritériumokban

szerepld feltételek egyike sem teljesul,
pl. lim,_, . ¥ap = 1 (ndvekedve), akkor akar a konvergencia akar

a divergencia bekovetkezhet.



Hatvanysorok

EI6bb a fuggvénysort értelmezzuk, melynek specialis esete a
hatvanysor.

Legyenek f1, fo,..., fr,... fuggvények mind ugyanazon az I C R
intervallumon értelmezettek. Az

@)+ fo@) + oot @+ = > Fu@)
k=1

végtelen tagu Osszeget fliggvéenysomak nevezzuk. A fuggvénysor
r-ban konvergens, ha a Y92, fx(xz) szamsor konvergens. Azon
pontok halmazat, amelyekben a fuggvénysor konvergens, a
fuggvénysor konvergenciatartomanyanak nevezzuk.



A fuggvénysorokkal kapcsolatban is szamos fontos érdekes
kérdés merul fel; hol konvergensek, az 0sszegfuggvény tulaj-
donsagaira (folytonossag, differencialhatdsag, integralhatésag)
hogyan kovetkeztethetunk a sor tagjainak tulajdonsagaibdl.



A Z%O:O akxk fuggvénysort hatvanysomak nevezzuk.

(Most az index 0-tol, indul, hogy konstans tag is lehessen.)
A hatvanysort ugy tekinthetjuk, mint végtelen sok tagu poli-

nomot. A hatvanysor konvergenciatartomanyaval kapcsolatban
a kovetkezOket mondhatjuk:

Allitas. Tekintsiik a Ziozo akajk hatvanysort, és egyutthatoikbol
képezzUik az

bk: k\ak\ ke N

szamsorozatot.

Ha (b,) nem korlatos, akkor a hatvanysor csak x = 0-ban
konvergens.



Ha (b)) korlatos és a legnagyobb torlodasi pontja a #* 0, akkor a
hatvanysor abszolut konvergens minden |z| < % eseten.

Ha (by) korlatos, és csak a = 0 a torlodasi pontja, akkor minden
r € R esetén abszolut konvergens a hatvanysor.



Bizonyitas. Ha (b,) nem korlatos, akkor barmely = #= 0 esetén
végtelen sok k-ra W > ﬁ azaz |aka7k| > 1. Ez azt jelenti,
hogy a sor altalanos tagja nem tart nullahoz, tehat a sor x =0
esetén nem konvergens.

Masodik esetben barmely |z| < % esetén legyen xg olyan, hogy
2| < zg < % Ekkor véges sok k kivételével

k
Ve < — < —, azaz |apz®| < (— | < 1.
g ]

246 2¥e)
Igy a majorans kritérium alapjan a Zak:ck sor abszolut konver-
gens.

Harmadjara barmely x #= 0 esetén véges sok k kivételével

5 1 kL
lak| < 2l azaz |apx”| < 3



ezért a Zakxk hatvanysor abszolut konvergens.



Példa.

e A geometriai sor

1
=14z4+2°4+... +2"+...
1l —«x
barmely |z| < 1-re konvergens. (—x)-re alkalmazva
1 > k_k
=1—-—x+=x —1)"x
1 Lo +azc+ ...+ (-1) +

2 3 k
o Az 1—|—:c—|—zl +”; +...+%+...

sor minden z € R esetén konvergens, s az e* fliggvényt adja.




3 2k+1

¢ Azz— k.. 4 (-1)%F_Z
3! (2k + 1)'

sor minden xz € R esetén konvergens, s a sinx fuggvényt adja.




