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Legyen az f fuggvény [a,b]-n értelmezett folytonos fliggvény.
Tekintsik az [a,b] intervallum egy 2™ egyenld részre torténd
beosztasat. Ilyenkor az osztopontok:

Az egyes részintervallumok hossza Ig—n“ Jelolje m; az i-dik

részintervallumban a fliggvényértékek minimumat (ezt felveszi
a fuggvény, hiszen folytonos):

m; = min{f(z) | z € [x;—1,%;] }
Ehhez a beosztashoz képezziik az un. (alsd) kozelitd Osszeget:
2n

sn=>_ mi(z; —x;_1)
i=1
sp Szemléletes jelentése (pozitiv fliggvény esetében) nem
mMas, mint az adott beosztashoz tartozdo beirhatd téglalapok

teruletosszege.



Allitas. Az s, sorozat konvergens.

Bizonyitas. El6szor azt mutatjuk meg, hogy s, felulrdl
korlatos. Ugyanis, jelolje M a f fuggvény egy felsO korlatjat.
Nyilvan m; < M. Ezért

on on
sn= Y mi(zi—z;—1) <M)> (z;—z;—1) = M —a)

Masodjara belatjuk, hogy s, monoton nd. Ha egy interval-
lumon egy folytonos fuggvény minimuma m, akkor az inter-
vallum felezésével adodo két részintervallum mindegyikén a
fliggveny minimuma legalabb m. Emiatt az s,,4 ; elGallitasaban
szerepld két-két tag s, egy-egy tagjaval alulrdl becsulhetd:

b—a b—a b—a




Tehat s, monoton novekvd és felulrdl korlatos, ezért konver-
gens. O

Definicio. Az sy, also kozelitd 6sszegek sorozatanak hatarértéeket

az [ fliggvény la,b] intervallumra vonatkozo hatarozott in-
tegral janak nevezziik. Jeldlése:

/abf(w) dr vagy /abf-



Nem folytonos, de korlatos fuggvény esetében a hatarozott
integral igy nem értelmezhetd. Ekkor minimumok és max-
imumok helyett az also, illetve a fels® kozelitd 0Osszegek
képzésében a pontos alsd korlat és a pontos felsd korlat fo-
galmat hasznaljuk:

m; = inf{f(z) | v € [z;—1, ;] }

M; =sup{f(z) | v € [x;—1,74] }

s ezekkel képezzuk az s és S also, illetve felsd kozelitd
osszegeket. Tekintsik az [a,b] intervallum Osszes lehetséges
beosztasahoz (nemcsak az egyenlé részekre vald felosztasokhoz)
tartozo alsd és felsO kozelitd O0sszegeket:



n

s= Y mi(z;—x;i—1)

1=1

mn
S=)> M(z; —zi_1)
i=1

Akkor mondjuk f-et [a, b]-n integralhatonak, ha az also kozelitd
Osszegek pontos felsd korlatja megegyezik a felsd kozelitd
Oosszegek pontos alsd korlatjaval, azaz csak egy olyan szam
van, amely nagyobb vagy egyenld barmely alsd kozelitd
0sszegnél, és kisebb vagy egyenld barmely fels® kozelitd
osszegnél. Ezt a szamot nevezzik f [a,b]-re vonatkozo
hatarozott integraljanak. Ezt az integralfogalmat Riemann-
integralnak is nevezik.



Ez utobbi értelemben természetesen nem minden fuggvény
integralhato, de a tipikusak, pl. a folytonosak, a monotonak

bizonyithatdan igen.

Nem integralhatd fliggvényre példa az a [0, 1]-en értelmezett
fuggvény, amely minden racionalis x szam esetén 0-at vesz fel
értékként, s 1-et minden irracionalis x szam esetén. Ennél a
fuggvénynél nyilvan minden also kozelitd 0sszeg 0, s minden
fels® kOzelitd Osszeg 1.



A hatarozott integral értelmezésébdl konnyen adodnak az
alabbi tulajdonsagok:

1) ha f és g [a,b]-n folytonos, akkor

lﬁu+gﬁaff+ﬂﬁ

2) ha f folytonos és A € R konstans, akkor

/abAf:)\/abf

3) ha f folytonos és c € (a,b), akkor
b C b
[r=[r+[1
a a C
4) ha m < f(x) < M minden z € [a, b]-re, akkor

m@—ahQKVSAﬂb—m



e Megallapodds szerint [Of =0 és [*f=—[°f.

e A 4) tulajdonsag miatt

1 b
[ r<m,
b—ala
Igy folytonos f esetén m-nek a fuggvény minimumat, M-
nek pedig a maximumat valasztva kovetkezik, hogy van
olyan £ € (a,b), hogy

m <

f©&=[r

Ez utdébbi értéket az f fluggvény [a,b] intervallumra
vonatkozo integralkozepének is nevezik.



Newton-Leibniz tétel

A most bizonyitando formula azt fejezi ki, hogy a hatarozott
integral konnyen Kkifejezhetd f egy primitiv fuggvényének
iIsmeretében: a primitiv fuggvénynek a végpontokban felvett
értékeinek a kulonbsége. Ez Iényegesen megkonnyiti a
hatarozott integralok kiszamitasat.

EIObb azt Iatjuk be, hogy ha a hatarozott integral esetében a
fels® hatart valtozonak tekintjuk, akkor tulajdonképpen f egy
primitiv fuggvényét kapjuk.

Legyen
T@) = ["f (velab])

Elnevezése: teruletmérd fuggvény vagy integralfuggveény.



Allitas. Ha f folytonos [a,b]-n, akkor a T: [a,b] — R teriiletméré
fliggvény mindenlitt differencialhato, ésT' = f, azazT primitiv
fliggvénye (hatarozatlan integralja) f-nek.

Bizonyitds. zg € [a,b]-ben vizsgaljuk a differencialhatdsagot.
Az egyszeriség kedvéért tegyuk fel, hogy x > xg. A hatarozott
integral tulajdonsagait kihasznalva

U ) -

=1 [Tr=10
r — X JxQ
ahol &€ € (zg,z). Ezért
im = 1O 2T@0)
L—T0 T — XQ

azaz T'(zg) = f(xq). [



Allitas. (Newton-Leibniz szabaly) Ha F primitiv fiiggvénye az
f la,b]-n folytonos fiiggvénynek, akkor

/a " t(@) de = F(b) — F(a).

Bizonyitas. Az el6bb lattuk, hogy a T'(x) = [] f terlletmérd
fliggvény is primitiv fiiggvénye f-nek, ezért F(x) = T(x) + C,
ahol C € R konstans. Igy T'(a) = 0 miatt

/abf — T(b) — T(a) = F(b) — F(a).

O

A jobboldali kifejezésre gyakran a tomoritett [F(z)]? jeldlést
alkalmazzuk.



Példa. Szamitsuk ki a [7/?sinzdz hatarozott integralt!

Mivel [sinxdx = —cosxz + C,

/2
/o Siﬂxdazz[—COSx]g/QZ—Cosg—I—COSO:l.

Ezzel megkaptuk a szinusz " félhullam’ alatti teruletet.



Integralasi szabalyok

A parcialis integralas és a helyettesitéses integralas szabalyat
hatarozott integralokra is kiterjeszthetjuk.

Allitas. Ha f és g [a,b]-n differencidlhato fiiggvények és
léteznek az [ f'g és [ fg' hatarozatlan integralok, akkor

[ 7@y dz = f®)g(®) - fa)ga) ~ [ f(2)g' @) da

Bizonyitas. A Newton-Leibniz szabaly alapjan

[ @@ e =[] @9 a]

b b
= [1@)9(@) - [ f@)d @ de| = FBg)~f(@g(@)= [ f(@)g/(a) do

O



Allitas. Ha f [a,b]-n folytonos, van primitiv fiiggvénye €s
g: o, B] — [a,b] bijektiv differencialhato fliggvény,
g(a) =a, g(B) = b, akkor

/abf(l‘) dx = /jf(g(t))g’(t) dt.

Bizonyitas.
/abf(”") d = Uf(f’?) dw]i = Uf(g(t))g’(t) dt (g7 (x)) Z:
Z= /Bf(g(t))g’(t) dt.

«

= | [ £am)d @ at]



1 e’

Példa. Szamitsuk ki az / dx hatarozott integralt!

0 14 e27

Az v = g(t) = Int, t = e* helyettesitést valasztjuk. Most
g'(t) = % s g(1) =0, g(e) =1, ezért

/1 ¢ d /e i 1dt /e - dt = [arctgt]{ = arct -
T op W — —at — = = e——.
0 14 22 114 42¢ 1 14£2 It 9eg




Alkalmazasok

A) Tegyik fel most, hogy két fiiggvény gorbéje zar kdzre egy
siktartomanyt, ugy, hogy f(a) = g(a) és f(b) = g(b), tovabba
f(x) > g(x) minden x € [a, b]-re. Ilyenkor a két fiiggvény gorbe
kOzOtti siktartomany terulete nyilvan

[(@) ~ g@)) da.

Példaképp szamitsuk ki a koOr teruletet! A felsG félkort az
Yy = \/R2 — 2 fuggvény irja le, mig az alsoét az y = —\/RQ — 2
fuggvény. A

R
T:/RQ\/RQ—a}de

hatarozott integralt kell kiszamitani.



Az © = g(t) = Rsint helyettesitést alkalmazzuk; most ¢'(t) =
Rcost és g(—7/2) = —R, g(7/2) = R. Igy

R /2
T:/ 2\/R2—:1;2d33=2/ R2 cos? tdt =
—R —7/2

= R?r.

COS 2t] /2
—m/2

/2
=R2// (1—|—c052t)dt:R2[t—|— 5

—7/2



B) Egy fiiggvénygorbe ivhosszat is meghatarozhatjuk in-
tegrallal. Tegylk fel, hogy [a,b]-n egy f folytonosan dif-
ferencialhatd fliggvény adott. Ilyenkor az [a,b]-hez tartozo

fuggvénygorbe ivhossza

[Vt (@)

amennyiben a szobanforgo integral |étezik.

Ugyanis a gorbe ivhosszat kozelithetjik az [a, b] egy beosztasahoz
tartozo torottvonallal, melynek hossza

S d(P_1P) =Y V(@i —i1)? + (F(2) — f(2i-1))>
=1 1=1

Lagrange tétele szerint f(x;) — f(x;—1) = f'(&)(x; — z-1)
valamilyen &; € (x;, x;_1)-kel, igy

S d(P1P) = 3 V1 + (F())% (i — wi1)
1=1 )

=1



C) Forgastestek felszinét és térfogatat is meghatarozhatjuk
integrallal.  Ha az y = f(x) folytonosan differencialhato
fliggvénygorbe [a,b] kOzOtt részét megforgatjuk az = tengely
korul, akkor a kapott forgasfellulet felszine:

F=2r [ f@V1+ (@) dr

illetve folytonos f esetén a forgastest térfogata

V = W/be(QZ)dZE.

Az elsd szabaly a csonkakup palastjanak felszinére vonatkozo
osszefuggés alkalmazasaval igazolhato, a masodik majd’
nyilvanvalo.



Példa. Vezessuk le a gomb felszinére és térfogatara vonatkozo
képleteket!

Most f(z) = \/R? — 22, igy f/(z) = ——=Z

R
— 2 2 X —
F_27r/_R\/R —xJ1+R2 5 dz =

R R 2
=27T/RRCZ:B=27T[R:I:]_R=47TR :

R 318
V=7T/R(R2—:B2)dx=7rlR2:c—x—

. 41 R3
3 — .

r 3



Improprius integralok

Az integralfogalom egyfajta kiterjesztését teszik lehetdvé az
improprius integralok; egyik esetben nem véges intervallumra,
mMasik esetben pedig nem korlatos fuggvényekre.

A) Tegyik fel, hogy az f(x) folytonos fiiggvény értelmezve
van minden x > a-ra. Tekintsuk a

T(b) = /a * t(2) da

hatarozott integralt. Ha a T fuggvénynek van Vvéges
hatarértéke a végtelenben, akkor azt mondjuk, hogy f-nek az
[a, c0) intervallumon |étezik az improprius integralja. Jeldlése:

/Oof(a:)dajz abf(a:)daz

lim
a b— o0



Most, mint latjuk, ezt az integralt nem KkoOzelitd 0Osszegek
segitségével definialtuk, hanem korlatos intervallumon vett
hatarozott integralok hatarértékeként.

Egy balrdl végtelen (oo, a] intervallumon folytonos f fiiggvény
improprius integralja az eldbbihez hasonldéan értelmezhetd:

/a f(x)dz = lim baf(:c)da:

—00 b— —o0

Legyen most f az egész szamegyenesen folytonos fuggvény.
Ekkor ha valamilyen a € R mellett Iétezik az [ f(z)dx és
az [ f(x)dx improprius integral, akkor az f fuggvény egész
szamegyenesen vett improprius integralja:

| t@de= [ f@ydat [ () da

Konnyen lathatd, hogy az igy értelmezett integral nem fugg
az a szam megvalasztasatol.



Példa. Szamitsuk ki az

o 1
/ dx
—o 1 —|-$2

improprius integralt!

a = 0-nal bontjuk:
co 1]
/ dx = lim [arctg x]g =2
0 14 2 b— o0 2
A szimmetriabol addéddan a balodali rész is ugyanannyi, igy

o0 1 T T
de =~ + 7 — 1.
/_001+:c2 T=EST ST




B) A flggvény, melynek integraljat akarjuk értelmezni, legyen
most olyan, hogy csupan (a,b]-n értelmezett (és folytonos),
de nem feltétlenul korlatos. Ilyenkor az

/abf(x) dx

improprius integralon a kovetkezd hatarértéket értjuk, ha
|étezik:
b
lim f(x) dx.
,me ), (z)
Hasonléan értelmezendd az improprius integral, ha az f
fuggvény b-ben nincs értelmezve.



Példa. Szamitsuk ki a / —da; improprius integralt!

L ede=lim | ds = |m%[2f} yIInO(Q—Q\/g) = 2.

Nem l|étezik viszont pl. a kOvetkezd improprius integral:

11 . 11 . 1 .
/ Zdz=lim [ Zdz = lim[inz]l = lim (~Iny) = co.
0O x y—0Jy x y—0 y—0

Ilyenkor azt is mondjuk ez az integral nem konvergens.



