Hatarozatlan integral

A derivalas egy mindenutt differencialhato fuggvényhez hozzarendeli
a derivaltfuggvényét. A hatarozatlan integral keresése a de-
rivalasnak az ellentettje. Most megadott f egyvaltozos valos
fuggvényhez keresunk olyan F' ugyanott értelmezett és mindenutt
differencialhato fuggvényt, amelynek a derivaltfuggvénye éppen
f: F' = f. Az ilyen F flggvényt f primitiv filiggvényének
nevezzuk, s f primitiv fuggvényeinek halmazat f hatarozatlan
integrdaljanak mondjuk. Jele: F = [f vagy F(z) = [ f(x)dz.
Ilyenkor f-et integrandusnak is mondjuk. A 'hatarozatlan’ jelzd
arra utal, hogy f-nek — ha egyaltalan van, — nemcsak egy
primitiv fuggvénye van. Ugyanis, ha F' primitiv fuggvénye f-
nek, akkor F'(z) + C is az, (ahol C egy valos konstans fliggvényt
jeldl,) hiszen a konstans fliggvény derivaltja nulla. f-nek mas



primitiv fliggvénye viszont mar nincs is, hiszen ha F/ = G' = f,
akkor G — F = C (konstans) kovetkezik. Osszefoglalva, ha egy
f fuggvénynek van egy F' primitiv fuggvénye, akkor végtelen sok
IS van, de azok F-t0l csak egy konstansban térnek el.

A fuggvények derivalasa soran szamos elemi fuggvénynek megis-
mertuk a derivaltfuggvényét. Ennek alapjan azonnal adodik
néhany fuggvény hatarozatlan integralja.



Alapintegralok

Az alapintegralok felsorolasaban C tetszbleges konstans valos
szamot jelol.
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Integralasi szabalyok

A derivalas tulajdonsagaibdl konnyen adodnak az alabbi

tegralasi szabalyok:
/(f—l-g)=/f+/g

[ri=2s
részletesebben kiirva:

JU@+9@)de= [ f@)de+ [ g(2)da

/Af(:c) do = )\/f(a:) da

ahol A € R konstans.

in-



A szorzatfuggvény derivalasi szabalyabdl kapjuk az an. parcialis
integralas szabalyat:

Allitas.

/f’g=fg—/fg’
részletesebben Kkiirva:

[ 7@y dz = f(@)g() — [ f(2)g (@) da

Bizonyitas. A jobboldalon szerepld fliggvény derivaltjat képezzuk:

(fg — /fg’)’ =(f9) —fd =flg+fd—fd=Fg



Péelda. 1) Az zcosx fiuggvény hatarozatlan integraljanak
megkereséséhez célszerl cosz-et derivaltfuggvénynek tekinteni,
mert a parcialis integralas soran a masik (az =z filiggvény)
fokszama csOkken. Tehat f(x) = =z, ¢’'(x) = cosz valasztassal
g(x) = sinz, igy
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3) Az Inx fliggvény hatarozatlan integraljanak megkeresésére
is alkalmazhatjuk a parcidlis integralas modszerét.  f(z) =
Inz, ¢'(z) = 1 valasztassal
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4) Néha a parcialis integralas tobbszori alkalmazasa vezet
eredmeényre. Példaul

/exsin xdr = e*sing — /ex COS zdxr =
= e'sinx — (e’ cosx + /exsin xdr) =

= e’(sinx — cosz) — /e"” sin xdx



alapjan

1
/ex sinxdr = Eex(sin x —cosx) + C



Az Osszetett fuggvényderivalasi szabalyanak megfelelbje a helyettesitéssel
valo integralas.
Allitas.

[ 1@z = [ 1(g(®) g' Dt (571 (2))

(A jobboldali integralfiiggvény t valtozojaba g—1(z) van helyettesitve.)
Bizonyitas. A jobboldalon szerepl6 fuggvény derivaltjat

képezzuk az 0Osszetett fuggvény derivalasi szabalya és az inverz
fuggvény derivalasi szabalya alapjan:

F(g() g (dt (671 (2))) =
(/ )
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= f(glg (@) g (g7 (=) - = f(z)



A helyettesitéssel valo integralas modszere a kovetkez0 1épésekbdl
all:

1) Kkivalasztjuk az =z helyére helyettesitendd g¢(t) filiggvényt,
meghatarozzuk a ¢'(t) derivaltfiiggvényt,

2) [ f(z)dz-ben z helyébe g(t)-t, dx helyébe ¢'(t)dt-t frunk és
Kiszamitjuk a most adoédd hatarozatlan integralt (ennek t a
valtozdgja),

3) végiil ¢t helyére visszahelyettesitjik a g~ 1(z) fliggvényt, s
ezzel megkapjuk az x fuggvényeként adodo keresett hatarozatlan
integralt.
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Példa: /

e’ =t helyettesitést: = = g(t) =Int, ¢'(t) = 1.
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Példa. Meghatdrozandé [ /1 — z?dx. Alkalmazzuk az z = g(t) =
sint helyettesitést. Most g~ 1(z) = arc sinz, és ¢/(t) = cost. Igy

/\/1—x2daf;=/\/l —sinztcostdt:/cosztdt:
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A helyettesitéses integralas egyszerlibb eseteit gyakran alka-
lmazhatjuk:

1) Ha f-nek F primitiv fliggvénye, akkor

[ f(az +b)de = F(axa+ ) o
2)
/f:((f))dx = In|f(@)|+C
3)
/fa(-:v) f(@)dz = a—j_lfo‘_l'l(az) +C ha a#—1.



/f’(a:)ef(x) dz = /@) 4 C

/f’(x) cos f(z) dz = sin f(z) + C

Példa.
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Racionalis tortfuggvények integralasa

Racionalis tortfuggvények: két polinom hanyadosa:

- akxk—l—...alx—l—ao

) = o b+ by
Az ilyen fuggvények hatarozatlan integraljai mindig meghatarozhatok
az elemi tortekre bontas segitségével.
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Az / dx alaku hatarozatlan integral kiszamitasahoz
ax? + bz + ¢

3 esetet targyalunk:

e D =102 — 4ac = 0. Ilyenkor

1 1
/axQ + bx + cdm B /a(w — :UO)de o
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= Taw—ag) " ©




e D = b2 — 4ac > 0. Ekkor a nevezdben szerepld polinomnak
két kulonbozb gyoke van. Az integrandus

1 1[A B]

= +

a(z —z1)(x—122) alxz—21 x—20
un. elemi tortekre bonthato, ahol az

A+ B=0

—AwQ — B:Cl = —1
osszefuggéseknek kell teljesulni. Innen

A=-—-L 6 B=_-1 _ kovetkezik.
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e D = b2 — 4ac < 0. Most nincs gydke a nevezdnek.
Atalakitassal az /1

keresendot.

Qda: alapintegralra vezetjuk vissza a
xr

(A5 w+¢—)2+1

A masodik esetben bemutatott elemi tortekre bontas bony-
olultabb esetekben is lehetséges, amennyiben a nevezdben sz-
erepld polinom gyokeit ismerjuk.



2_1
Példa. Meghatarozando az / 5 dx hatarozatlan
(a:'— 1)(az + 1)
integral.
A B C
Az integrandust most —+ T alakban kivanjuk folbontani.
r—1 x241

Ekkor szukségképpen
322 —1=A(@°+ 1)+ (Bzx+ CO)(z — 1),

azaZz

A+ B=3
C—-B=0

A-C=-1



ahonnan A =1, B=2, C = 2 adddik. Igy

3z2 — 1
(z —1)(z2 + 1)

/ d$+/ 2+1d +/x211d$:

=In|z— 1|4+ In(z? + 1) + 2arctg z.




