Fuggvények hatarértéke és folytonossaga

Egy f:D C R — R fuggvényt korlatosnak nevezink, ha a
flggvényértékek halmaza korlatos. Ha f(x) < f(xzg) teljesil
minden x € D esetén, akkor xzg-at a fuggvény maximumhelyének
mondjuk, f(xpg)-at pedig az (abszoliut) maximumértékének.
f(x) < f(xzg) esetén minimumhelyr6l és minimumértékrol
beszélink. xzg-at f helyi minimumhelyének (maximumhelyének)
mondjuk, ha van zpg-nak olyan G kornyezete, hogy minden

xr € GND esetén f(x) > f(xp) (illetve f(x) < f(xzg)).

A f fliggvényt monoton novekedbnek (csdokkenbdnek) nevezzliik,
ha barmely z1 < a2, 21,20 € D esetén f(x1) < f(zo) (f(x1) >
f(xo)). Szigori monotonitasrol beszélink, ha az utdbbi egyen-
|I6tlenségekben a szigoru egyenlétlenség jele (<) all.



Hatarérték

Definicido. Tekintsik az f:D C R — R fliggvény értelmezeési
tartomanyanak egy xqg torlodasi pontjat. Az f flggvény xq-
beli hatarértékének neveziink egy a szamot, ha barmely xg-hoz
konvergdlo x, € D, xn 7 xg SOrozat esetében az f(xn) sorozat
konvergal a-hoz.

Allitas. Legyen zg az f:D C R — R fiiggvény értelmezési
tartomanyanak egy xg torlodasi pontja. Annak sziikséges és
elégséges feltétele, hogy f xg-beli hatarértéke a legyen, az, hogy
a-nak barmely nyilt G(a,e) kOrnyezetéhez létezzen xg-nak olyan
nyilt G(xg,d) kornyezete, hogy ha x € G(xg,8) N D, x #= xg, akkor
f(x) € G(a,e).



Bizonyitas. A mondott feltétel elégséges: Legyen z, € D,
xrn 7 xg Olyan sorozat, hogy nILmOO xn = xg. Azt kell belatnunk,
hogy f(xzn) — a. Tekintsik a-nak egy tetszbleges G(a,e) nyilt
kornyezetét, a feltétel miatt van olyan § > 0 sugaru kornyezete
xo-nak, hogy ha = € G(xg,0) N D, x %= xg. akkor f(x) € G(a,¢e).
rn — xg Miatt ezen § > 0-hoz van olyan ng € N, hogy barmely
n > ng-ra zn € G(xg,0). Ekkor f(zn) € G(a,e) minden n > ng
esetén, azaz f(xn) — a.

A feltétel szukséges: Indirekt modon bizonyitunk. Tegyuk fel,
hogy van egy olyan € > 0 sugaru G(a,e) nyilt kOrnyezete a-nak,
melyhez zg-nak egyetlen G(zg,d) nyilt kdrnyezete sem j6. Ekkor
barmely n € N esetén van olyan z, € G(a:o,%) N D, (xn # x0),
hogy f(xn) € G(a,e). Ez azt jelenti, hogy bar xz, — xzg, de
f(xn) nem konvergal a-hoz. Ez ellentmond annak, hogy f xgo-
beli hatarértéke a. O



Hatarérték és muiveletek

Allitas. Legyen im f(a:)—a és lim g(x) =0b. Ekkor

T—T(Q

o liMamay(f(@) +9(a)) = a+b

o liMyao(f(2) g(x)) = ab

e ha g(x) #0 és b # 0, akkor lim f() =2
=20 g(xz) b

e ha f(x) < g(x) minden x € D-re, akkor Iim f(x) < lim g(x)

T—T(Q — x—x(



e ha Iim f(x) = Iim g(x) = a és f(x) < h(z) < g(x) minden

T—IQ T—T(
x € D-re, akkor lim h(x) = a.
T—IQ

Bizonyitas. Az 0sszeg esetében, tekintsunk egy tetszlOleges
xn € D, xn = xg, xog-hoz konvergald sorozatot: xy, — xg. Ilyenkor
az f(xn) sorozat konvergal a-hoz, a g(xzn) sorozat konvergal b-
hez, ezért a sorozatok konvergenciajanak megfeleld tulajdonsaga
miatt f(xn) + g(zn) konvergadl a + b-hez.

A tobbi allitas is ezen séma alapjan igazolhato. O

Allitds. Legyenek adottak az f:D1 CR - R és g:D> C R — R
figgveények ugy, hogy f(D1) C Da. Ha lim f(z) =a, a & f(D1),
es ql;@ag(x) = b, akkor xll_)l’l;og(f(zv)) = b.



Bizonyitas.

Tn — 29 = f(zn) — a == g(f(zn)) — 0.



Folytonossag

Definicio. Az f: D C R — R fliggvényt folytonosnak nevezziik az
értelmezési tartomanyanak xq torlodasi pontjaban, ha

lim f(z) = f(zo0).

T—T(Q

e A definiciot kozvetlenul, a hatartérték fogalma nélkul is
megadhattuk volna:

f folytonos xg € D-ben,

ha barmely =z, € D, x, — xg €setén

fan) — f(xo).



Ha ugyanis g nem torldédasi pontja D-nek, akkor f(xn) —
f(xg) mindig teljesil, hiszen ilyenkor z, — xg csak ugy lehet,
ha xzn, = xg Mminden n-re legfeljebb véges sok kivételével.



e KOrnyezetek segitségével a folytonossag igy fogalmazhatod
meg:
f:D C R — R pontosan akkor folytonos zg-ban, ha f(zg)
barmely nyilt
G(f(xpg),e) kOrnyezetéhez van zg-nak olyan G(xzg,d) nyilt
kornyezete, hogy minden
x € G(xg,9)-ra f(x) € G(f(xzg),e). Az abszolut érték jelével
ezt gyakran formalisan igy fejezik Ki:

Ve>0d6>0

Ve e D :|x—xg| <d == |f(x) — f(xg)| < e.

e A folytonossag fogalma ugyanigy definialhatd akar komplex
valtozos, akar komplex értéki fuggvények esetében is.



e FOlytonossag és muveletek

A hatarérték és a miveletek kapcsolatat kifejezd allitasok
kovetkezményeként azonnal adodik, hogy

— ha f és g folytonos xzg-ban, akkor f+g is folytonos zg-ban.

— ha f és g folytonos zg-ban, akkor f g is folytonos xzg-ban.

— ha f és g folytonos xzg-ban, g(zg) #= 0, akkor iy is folytonos
g

xo-ban.

— ha f folytonos xzg-ban és g folytonos f(xg)-ban, akkor a
go f Osszetett fuggvény is folytonos xzg-ban.



Egy f fuggvényt folytonosnak mondunk, ha értelmezési tar-
tomanyanak minden pontjaban folytonos.

Allitas. Ha f:[a,b] — R fliggvény folytonos, akkor korlatos is, és
felveszi abszolut maximumat és minimumat.

Bizonyitas. Indirekten tegyuk fel, hogy f nem korlatos, pl. felulrdl
nem korlatos. Akkor minden n € N-hez van olyan z,, € [a, b], hogy
f(xn) > n. Vilagos, hogy nli_>moof(a;n) — oo. Mivel {xy, |n € N} CR
korlatos végtelen halmaz, ezért Bolzano-Weierstral3 tétele miatt
van torlédasi pontja, legyen ez xg. Mivel [a,b] zart, zg € [a,b].
Az xp sorozatbdl kivalaszthatd olyan részsorozat, amely xg-hoz
konvergal, jelolje ezt z;, = zn,, k € N. Ilyenkor tehat z, — xg, de
f(Zr) — co. Ez ellentmond f xp-beli folytonossaganak.



A fluggvényértékek {f(z) |x € [a,b]} halmaza tehat korlatos,
tekintsuk pontos also, illetve pontos fels® korlatjat, Kq1 és Ko.
Belatjuk, hogy létezik x1 € [a,b] (éS x5 € [a,b]), hogy f(x1) = K
(és f(xn) = K»). Mivel K1 pontos alsé korlat, barmely n € N
esetén van olyan z, € [a,b], hogy K1 < f(zn) < K1 + l xn-bol
ismét kivalaszthaté egy z, — zg € [a,b] konvergens résgsorozat.
Ekkor viszont f(Zzp) — Ky é€s f(xr) — f(xzg) is teljesll, ezért
Ky = f(=o). O

Allitas. Ha f: D C R — R fiiggvény folytonos xg-ban és f(xzg) # O,
akkor a fliggvény jeltarto xg-ban, azaz van xg-nak olyan G(xq,9d)
nyilt kérnyezete, hogy az e kbrnyezetbdl valasztott x-ekre f(x)
allando elgjell.



Allitas. Ha f:[a,b] — R folytonos fiiggvény és f(a) < f(b), akkor
barmely yg-hoz, melyre f(a) < yo < f(b), van olyan zg € [a,b],
hogy f(zo) = yo-

Bizonyitas. Feltehetjuk, hogy

f(a) <yo < f(b).

Legyen A = {z € [a,b] |f(a;) < yo}. A felllr6l korlatos, nem ures,
ezért van pontos felsé korlatja: zg = sup A. Ha f(xg) > vyo,
akkor f(x) —yg jeltartd tulajdonsaga miatt xg egy kdornyezetében
is f(x)—yp > O teljesiilne, de ekkor g nem lehet felsd korlat, csak
ha xg = a. De ekkor f(a) > yg kOvetkezne, ami ellentmondas.
Ha f(xzg) < yo lenne, akkor f(x) < yg teljesiilne szinén xpy egy
kornyezetében, s igy nem lehet xg fels® korlat, csak ha zg = b.
De ekkor f(b) < yg kOvetkezne, ami lehetetlen. Tehat csak
f(xp) = yo lehetséges. O



Allitas. Ha f:[a,b] — [c,d] folytonos bijektiv fiiggvény, akkor
szigorian monoton és az inverz f~1l:[e,d] — [a,b] fiiggvény is
folytonos.



Elemi fuggvények folytonossaga

Elemi fuggvénynek nevezzuk a konstans 1, az x, az expo-
nencialis a*, (a > 0), a sinxz fliggvényekbs&l a miveletekkel
(0sszeadas, Kkivonas, szorzds, osztas), az inverzképzéssel és
az Osszetett fuggvény képzésével adodo fuggvényeket. Min-
dezek a I|épések folytonos fuggvényekbdl kiindulva folytonos
fuggvényt eredményeznek. 1, x, a*, sinx folytonossagat belatva
kapjuk majd, hogy az elemi fuggvények mind folytonosak,
specialisan pl. az 0sszes polinomfuggvény, a logaritmusfuggvény,
a gyokvonas fuggvénye, a trigonometrikus fuggvény és inverzeik,
stb. mind folytonosak.



Allitas. a) f:R — R, x — c fiiggvény folytonos (c konstans)
b) f:R — R, z— x fliggvény folytonos
c) iR — R, z+— a® fliggvény folytonos (a > 0 konstans)

d) f: R— R, z+— sinz fliggvény folytonos

Bizonyitas. c)-hez el6bb belatjuk azt, hogy ha a > 0, b, — O,
1
akkor a®» — 1. Ugyanis, ha specidlisan b, = —, a > 1, akkor
n
1
an =14 hpn, hy > 0 felbontassal

o= (a%)nz (14 k)" > 1+ nhn



teljesul a Bernoulli egyenlotlenség miatt. EbbOd
a—1

n

> hn

1
kovetkezik, amibdl h,, — 0, arn — 1 adodik. 0 < a < 1 esetében
1 1
—-ra alkalmazva a most bizonyitottat, azonnal addédik az an — 1

a

konvergencia. Tetszbleges b, > 0, b, — 0 sorozat esetében
feltehetjuk, hogy b, < 1. Ekkor minden n € N-hez van olyan
kn € N, hogy

1
< b, < —
kn+1 = " "k,

Konnyen lathato, hogy b, — 0 miatt k, — oco. Az egyenldtlenségbdl

a > 1 miatt

1 . 1
akntl < a™ < akn



A balloldalon és a jobboldalon szerepld sorozatok részsorozatai
az an sorozatnak, ezért 1-hez konvergalnak, s igy a kOzrefogott
abr sorozat is. Vegyes eldjell b, sorozat esetében bontsuk fel egy
pozitiv tagu ¢, é€s egy negativ tagu d,, részsorozatra az eredetit.
A pozitiv tagura, illetve negativ tagu (—1)-szeresére alkalmazva a

1
most bizonyitottat: a®» — 1 és ¢~ % — 1. A masodikbdl — — 1,
a mn

S reciprokat véve adn — 1. E szerint a’ mindkét részsorozata
1-hez tart, ezért ab» — 1.

Az a* fuggvény xg-beli folytonossaganak bizonyitasahoz tek-
intsunk egy =z, — xg sorozatot. Ilyenkor z, — xg — 0O, ezért
a*n—T0 — 1. Tetszc’jlegesen valasztott € > 0-hoz van olyan ng € N,
hogy |a™ %0 — 1] < pr ha n > ng. Ilyen n-ekre

a’*o



teljesul, ami a** — a*0 konvergenciat jelenti.



c) A sinz fiiggvény zg-beli folytonossaganak igazolasahoz az
e — 0-S bizonyitasi modot alkalmazzuk. Ismert trigonometriai
képletet alkalmazva, a geometriailag nyilvanvalo |sinz| < ||
egyenldtlenség miatt

x — xQ x + xo
2
Ez azt jelenti, hogy tetszbleges ¢ > 0-hoz a 6 = ¢ valasztas jo:

ha |x — zg| < 6 = ¢, akkor |sinz — sinxg| < . O

|sinz — sinxg| =2 ‘sin ‘ |cos | < |z — x|



Néhany fuggvény hatarértéke

1
1. lim(1+2)7 = e.
x—0

€T
o at—1
2. lim = Ina.
x—0 T
~Sinx
3. Iim =1

r—0 x



A hatarérték fogalom Kiterjesztése

A végtelen, mint hatarérték

Definicio. Az f: D C R — R fliggvény értelmezési tartomanyanak
xg torlodasi pontjaban a hatarértéke végtelen, ha barmely xz, —
xg, Tn € D, xn & xg SOrozat esetén f(xn) — oco. Jele: lim f(x) =

T—T(Q
.

o Itt is megadhato a kornyezetekkel torténd definicido analdgiaja:
f xpo-beli hatarértéke végtelen, ha barmely K € R szamhoz
van olyan G(xqg,d) nyilt kdrnyezete xg-nak, hogy minden ebbdl
vett, de zg-tdl kilonboz6 z-re f(x) > K.



e Hasonlatosan értelmezhetd a minusz
VvEégtelenhez valo tartas is.

e E KibOvitett értelmi hatarértékrdl is egyszerl tulajdonsagok
fogalmazhatok meg. PI.:

— ha x”—@o f(x) = oo €S :1;”—[209(:6) = 0,
akkor_Jim (f(x) + g()) = oc
és Jim (f(x) 9(x)) = oo

— ha limg—zq f(z) = 00
és limg—zq g(z) > 0, akkor
iMa—ao(f (@) g(a)) = oo.



L . 1
e Példaul Im — =
:1:—>O$2



Végtelenben vett hatarérték

Definicid. Legyen adott az olyan f:D C R — R fliggvény,
melynek éertelmezési tartomanya felllrél nem Kkorlatos. Azt
mondjuk, hogy az f fliggvény hatarértéke a végtelenben az a
szam, ha barmely z, € D,x, — oo sorozat esetén f(xn) —
a. Jele: xILmOOf(x) = a. Alulrol nem korlatos értelmezési
tartomany esetében értelmezhetjik a minusz végtelenben a

fliggvény hatarértékét: |lim f(x) = a, ha barmely x, € D, xy —
T—— 00

—oo esetén f(xn) — a.

e E definiciokat kornyezetek segitségével is megadhattuk volna,

pl.:
lim f(x) =a, haVe>03 K €R, hogy Vo € D, x > K-ra

[f(@) —al <e.



e A fliggvény hatarértéke a végtelenben (vagy a minusz
végtelenben) lehet akar végtelen, akar minusz végtelen is:

pl. xILmOOf(x) — oo akkor teljesil, ha minden z, — oo esetén

1
e Példa: Iim — =20,
$—>OO£U

lim 0g»> 2 = 0.
LU Jdo



Bal-, és jobboldali hatarértékek

Definicio. Legyen D = [a,b], s a < x9 < b.
Az f.D — R fliggvény xg-beli jobboldali hatarértéke végtelen,
ha

barmely xn € D, xn, > xg, Tn — 1o SOrozat esetén f(xn) — oco. A
jobboldali hatarérték jele: lim  f(x), a baloldalie: 1im f(x).

x—xq+0 x—xq—0

Az f:D C R — R fliggvény balrol folytonos xg-ban, ha barmely
e > 0-hoz van olyan 6§ > 0, hogy ha z € (xg — §,xg), akkor

[f(z) — flzo)| <e.

1
Példa: lim — = oo,
z—040 x



lim tgx = oo,
x—7/2-0

az f(x) = [x] egész-rész filiggvény 1-ben jobbrol folytonos, de
balrél nem.

Megjegyzés. Ha az f fuggvénynek zxzg-ban Iétezik baloldali és
jobboldali (véges) hatarértéke, de ott nem folytonos, akkor
xo-at elsOfaju szakadasi pontnak nevezzuk. Ha ott jobboldali

es balodali hatarertekuk megegyezik, akkor megszuntetheto
Sinx

szakadasnak mondjuk. Pl. O-ban megszuntethetd
xr

szakadassal rendelkezik. Az egyéb nem folytonossagi helyeket

1

masodfaju szakadasi helynek mondjuk, pl. — 0O-ban, vagy sin—

X X
O-ban.



