Differencialegyenletek

e elsOrendl koOzonséges differencialegyenlet

e kezdeti érték probléma

e Szétvalaszthato differencialegyenletek

e Linearis differencialegyenlet

Mint minden fuggvényekre vonatkozo egyenlet esetében jellemzben
két alapvetd kérdés van:

1) van-e megoldasa vagy megoldasai az egyenletnek,

2) hogyan szamithatjuk ki a megoldast, vagy megoldasokat.



Elsbrendl differencialegyenlet

ElsGrendl differencialegyenletnek nevezzuk az

y = f(z,y)

egyenletet, ahol f:IxJ C RxR — R kétvaltozos folytonos
fuggvény, I,J nyilt intervallumok. Az y:I*CR — R fuggvény
megoldasa az elébbi differencialegyenletnek, ha 1*C I, y(I*)CJ
és minden x € I esetén

y'(x) = f(z,y(@)).



e Az elsOrendl differencialegyenlet, illetve a megoldas fo-
galmat geometriailag az un. iranymezovel szemléltethetjuk:
ha minden (z,y) € I xJ pontban tekintjik azt az iranyt,
amelynek iranytangense éppen f(x,y), akkor az y(x)
fuggvény akkor lesz megoldas, ha a fuggvénygorbe mentén
ezek az iranyok éppen a fuggvénygorbe érintdi.

e Esetiinkben a differencidlegyenlet az egyvaltozés y(x)
fuggvényre vonatkozik. Ilyenkor kozonséges differencialegyenletrol
beszélunk. Amennyiben az ismeretlen fuggvény tobbvaltozos,
akkor parcialis differencialegyenletrdl van szo.

e Magasabb rendi differencialegyenletrdl, akkor volna szo,
ha az egyenletben az ismeretlen fuggvény magasabb rendi
derivaltjai is szerepelnének.



e Egy elsbrendl differencialegyenletnek altalaban végtelen
sok megoldasa van, ezeket azonban sokszor nem a
szokasos explicit y(x) alakban kapjuk, hanem egyenlet
formdjaban. PI. az yy' + x = 0 differencidlegyenlet
megolddsai z2 + y? = C alakdak, ahol C tetszéleges
nemnegativ valés szam. EbbOlI a kapcsolatbdl y majd-
nem egyvértelmuien, azaz eldljeltdl eltekintve egyértelmien
hatarozhatd meg x fuggvényeként. Ekkor tulajdonképpen
a megoldds az y = JC—22 és az y = —\/C — 2?2
fuggvények egyesitése. A megoldas |lényegében tehat egy
kor, a VC sugaru kor. C kulonbozd értékei esetén mas-
mas koroket kapunk, melyek mind a differencialegyenlet
megoldasait jelentik. A megoldasgorbéket szoktak in-
tegralgorbéknek is nevezni.



Példa. Tegyik fel, hogy valamely y(z) mennyiség valtozasanak
sebessége (pl. a GNP valtozasanak sebessége) az x id6pillanatban
aranyos a mennyiség x idopontbeli mennyiségével:

y/ = ay.

Hogyan valtozik y az ido fuggvényében? Feltesszuk, hogy a
konstans, az id6t6l nem fliggd adott érték. (Ez azt jelenti,
pl. hogy a GNP évrdl évre azonos szazalékkal nd avagy
csOkken). Konnyen lathatd, hogy a differencialegyenletiin-
ket megoldjak az y(x) = Ce%* fiiggvények, ahol C tetszbleges
pozitiv konstans. (Kés6bb lathatjuk, hogy mas megoldas nincs
is.) Ez azt jelenti, hogy a mennyiség exponencidlisan né, vagy
csokken az idd6 fuggvényében. Az ilyen fuggvénnyel leirhatd
folyamatokat evolucios folyamatoknak nevezik.



Kezdeti értéek probleémardl beszélunk, ha a differencialegyenletunk
mellett adott egy (zg,yg) €rtékpar, s a differencialegyenletnek
olyan y(xz) megoldasat keressiik, melyre y(xg) = yo. Ez azt
jelenti, hogy a differencialegyenlet végtelen sok meggoldasa
kozul azt kell kivalasztanunk, amely egy adott zg-nal a
megadott yg értéket veszi fel.

Allitas. (Alaptétel) Ha differencialegyenletben szerepld f
fuggvénynek léetezik a O>f parcialis derivaltfiiggvénye, amely
folytonos az egész I xJ halmazon, akkor tetszbleges (xg,yg) €
I x J kezdeti érték problémahoz egyértelmdien létezik olyan
y.: I — R maximalis megoldasa az

y' = f(z,y)
differencialegyenletnek, mely teljesiti a kezdeti érték feltéetelt:
y(zo) = yo.



A legegyszeriubb differencialegyenlet

y = f(x)
alakld. Ekkor tulajdonképp olyan y(x) fliggvényt keresiink,
amelynek derivaltja f(x). Nyilvanvaléan y f-nek primitiv
fuggvénye, masszoval hatarozatlan integralja, a megoldas
ezért

y(@) = [ f@)dz+C

tehat az egyenletnek végtelen sok megoldasa van.

Ha kezdeti érték probléma is adott, azaz azt Kivanjuk, hogy
y(xzg) = yo is teljesiiljon, akkor az egyetlen megoldas:

y(@) =yo+ [ f(t)dt

Z0
Ezt a megoldast ugy is megkaphatjuk, hogy a C-t valasztjuk
meg alkalmasan.



Szétvalaszthato differencialegyenletek

Egy differencidlegyenletet szétvalaszthatd (valtozoju) differ-
encialegyenletnek nevezunk, ha

y = g(x)h(y)
alakra hozhatd. (Szoktak szeparabilisnek is mondani.)

L ey oo
h(y(m))y( ) = g(x)

Mindkét oldal hatarozatlan integraljat képezve:

/ h(ytm))yl(m) dx = /g(:c) dx + C

A helyettesitéses integralas szabalya alapjan a baloldalt
atalakithatjuk:

1
oy W@ = [ @) dr+ 0



Példa.
1) Oldjuk meg: ¢ = 2zy2.

Atrendezve mindkét oldalt integraljuk:

1
/—Qdy=/2azdac—|—0

Yy
1
S =z’+C
Yy
1
Tr) = —
y(z) P C
Ha az y(0) = 1 kezdeti érték feltételt is tekintjiuk, akkor
C = —1 adddik, s az y(x) = — 5 partikularis megoldast
a:' —_—

kapjuk.



2) Tegyuk fel, hogy a népesség ndvekedésének Uteme egy
szigeten aranyos a népesség aktualis Iétszamaval, s tovabba
a sziget maximalis befogadoképességét jelentd A értéktdl valo
eltéréssel:

v = ay(A —y)

A differencialegyenletben most a és A adott értékek, s az
egyenlet szétvalaszthato valtozoju:

1

y(A—y)
A fenti érvelés alapjan:

/y(Al— y) W= /adw

Kiszamitva az itt szerepld integralokat, a kovetkezbhoz jutunk:

A
Yy — a

1
—In Y

A A—y

—ax + C



EbbdIl kifejezhetjuk az y fuggvény:

. A
Y= 1+ e—A(C+ax)

E fuggvény gorbéjét, amely a fentiek alapjan a korlatos
novekedési folyamatokra jellemzd, logisztikus gorbének nevezik.



Linearis differencialegyenlet

Elsbrendl linearis differencialegyenletnek nevezzuk az

v + p(z)y = q(z)

alakl egyenleteket. Az egyenletet homogén, ha q(x) = O
minden z-re. Altalaban inhomogénnak mondjuk.

Konnyen belathato:

egy homogén linearis differencialegyenlet esetén barmely két
megoldas 0sszege is megoldas.



Masrészt, ha egy inhomogén differencialegyenlethez tekintjuk
a jobboldal lenullazasaval keletkezbO homogén egyenletet, akkor
az inhomogén két megoldasanak kulonbsége megoldasa lesz
az homogénnak, s az inhomogén egy megoldasanak és a
homogén egy tetszbleges megoldasanak 0sszege az inhomogén

egy megoldasat adja.

inhom. alt. megold. = inhom. part. megold. 4+ hom. alt. megold.



A) A homogén linearis differencidlegyenlet mindig szétvalaszthato
valtozogju:

y = —p(x)y

/idyz —/p(a:)d:v

inlyl =~ [ p(2)dz+In|C

S Igy a homogén egyenlet altalanos megoldasa:

Ezért

azZaZz

y(a) = Ce™ /P dr



B) Az inhomogén egyenletet az un. allandok varialasanak
maodszerével oldhatjuk meg. Egy partikularis megoldast
keresunk

y(r) = C(az)e_fp(l’) dx

alakban. Behelyettesitve az inhomogén egyenletbe C(x)-re
egyszerl differencialegyenletet kapunk:

C'(z) = q(a)el P&

ahonnan C(x) hatarozatlan integralassal adodik. Igy dsszességében
az inhomogén egyenlet altalanos megoldasat az

y(;p) — e_fp(x) dx {/q(ib)@fp(w) dx dx _|_ C’}
alakban kapjuk.



Példa. Oldjuk meg az oy —y =23+ 1!

1.1épésben az zy' — y = 0 homogén egyenletet oldjuk meg:

v _ —=>/ dy—/ dz = Inly| = In|z|+C, tehat y= Cu
Yy Xr

2. lépésben az inhomogén egy megoldasat C(x)x alakban
keressiik: Ekkor ¢y = C'z + C

$20/+mC—Cm=x3—l—1

azZaZz

1 2 1
C'=x+ >, tehat C(z) =" —=
€T 2 €T

Igy az egyenletiink altalanos megoldasa:

3

y(a:)=5—1—|—033.



