Differencialnanyados és derivaltfuggvény

Definicio. Az f:D C R — R fluggvényt értelmezési
tartomanyanak egy xq pontjaban differencialhatonak mondjuk,
ha a

i F@) = f(o)

LT—T0 r — XQ

hatarérték létezik. E hatarértéket f'(xg)-lal (vagy régiesebben
df

d—(azo)-a/) jeloljiik, és f xg-beli differencialhanyadosanak vagy
xXr
derivaltjanak nevezzlik.

f derivaltfiiggvénye az az f'-al jelolt fiiggvény, mely f
differencialhatosagi pontjaiban van értelmezve, s melynek x-
beli ertéeke f x-beli differencialhanyadosat adja meg.



e Ahol egy fuggvény differencialhato, ott folytonos is.
Ugyanis, ha f differencialhatd xg-ban, akkor barmely =, —
xo esetén

_ f(@n) — £(x0)

xn_mo

dn - f’(fﬂo) — 0

ezért,

f(zn) — f(x0) = (zn — 20)(f'(x0) +dn) — O

Nem differencialhato, pl. 0-ban az |x| fuggvény, hiszen ha
f(xn) — f(x0)

Ln — L(Q
esetén +1. Ebben az esetben a hanyadosnak van 0-ban

baloldali és jobboldali hatarértéke is, de nem egyenlOkK.
Lathatjuk, hogy lehetne értelmezni a baloldali, illetve
jobboldali differencialhanyados fogalmat is, mint ahogy a
fuggvény hatarértéke és folytonossaga esetén tettuk.

xr < 0, akkor az

hanyados —1, mig x > O



Az f(x) = zsint f(0) = 0O fiuggvény esetén 0-ban

Ev
nem differencialhatd f, s6t sem baloldali, sem jobboldali
differencialhanyadosa nem |étezik.

Az f = /x fluggvény sem differencialhaté 0-ban, mivel a
f(zn) — f(zo0)

In — CCO
x — 0 esetén.

hanyados végtelenhez tart, nem konvergal



Allitas. Tegylik fel, hogy f és g differencialhato xg-ban. Ekkor

e f + g is differencialhato xqo-ban, és

(f + 9)'(z0) = f'(z0) + g’ (z0)
e f-g is differencialhato xg-ban, és
(f - 9) (z0) = f'(z0) 9(z0) + f(z0) g'(z0)

f

e ha g(xg) # 0, akkor = is differencialhato xzg-ban, és
g

<f>' (2g) = 1 (#0) 9(20) — /(o) ¢'(20)
g g°(zo)




A szorzatfuggvény derivaltjara vonatkozo képletet Leibniz
szabalynak nevezik.

Bizonyitas. Az 0sszegre vonatkozo allitas az f 4+ g-hez tartozo
hanyadosfluiggvény felbontasabol kovetkezik:

(f +9)(@) = ( + g)(z0) _

T — Qo
_ f(@) — f(zo0) n g(z) — g(zo)
T — xQ T — xQ

Szorzat esetében a kovetkezbképp bonthatjuk fel hatarértékkel
rendelkezd fuggvények Osszegére:

fx) g(x) — f(xo) g(wo) _

T — xQ




_ f(x) — f(=o) g(z) —g(zo)

9(@) + f(20) "

T — T

— f'(z0) 9(z0) + f(z0) ¢'(z0)



Allitas. Legyen f és g olyan, hogy
gof értelmezett, és f differencialhato xqg-ban, g differencialhato
f(xg)-ban. Ekkor go f differencialhato xg-ban, €s

(g0 f)(z0) = ¢'(f(z0)) f'(z0)

Ha f invertalhato és folytonos xqg egy koOrnyezetében és xg-ban
differencidlhato, f'(xg) # 0, akkor az inverz f—1 fiiggvény is
differencialhato yg = f(xzg)-ban, és

Y (o)) = —

f'(f~1(yo))

Az Osszetett fuggvény derivalasi szabalyat ’'lancszabalynak’ is
nevezik.



A monotonitas és a differencialhatdsag kapcsolata

Allitas.

e Ha f differencialhato xg-ban, és f monoton névekvd xg
egy kérnyezetében, akkor f'(xg) > 0.

e Ha f differencialhato xg-ban, és f monoton csokkend xg
egy kérnyezetében, akkor f'(xg) < 0.

e Ha f differencialhato D egy xqg belsé pontjaban, és f-nek
ott helyi széls6értéke van, akkor f'(xg) = O.



Bizonyitds. Ha f monoton né, akkor a fz) = f(zo) fliggvény
T — T(

minden x #* xp-ra nemnegativ , ezért hatarértéke, az zq-
beli differencialhnanyados is nemnegativ szam. Hasonldan
érvelhetunk monoton csokkend fuggvény esetében is.

Ha f-nek zpg-ban pl. helyi minimuma van, akkor x < xg

esetén a f(z) = f(z0) fuggvény nempozitiv, mig = > xg esetén
Tr — XQ

nemnegativ, ezért az xg-beli hatarértéke, mely feltételunk

szerint |étezik, csak O lehet. O

Allitas. Rolle tétel: Ha az f:[a,b] — R folytonos fiiggvény
differencialhato az (a,b) nyilt intervallum minden pontjaban,
és

f(a) = f(b), akkor van olyan ¢ € (a,b), hogy f'(¢) = 0.



Bizonyitas. Ha f konstans, akkor nyilvan minden & € (a,b)
esetén teljesil f/(¢) = 0.

Ha f nem konstans, akkor a folytonossag miatt felveszi
abszolut minimumat és abszolut maximumat. Legalabb az
egyik szélsbértékhely nem az intervallum végpontjaban, jelolje
ezt £. Itt f/(¢) = 0. O

Allitas. Lagrange tétel: Ha az f:[a,b] — R folytonos
fliggvény differencialhato az (a,b) nyilt intervallum minden
pontjaban, akkor van olyan € € (a,b), hogy

f(b) — f(a)
b—a

= f'(€)



Allitas. Legyen f differencialhato az (a,b) intervallumon.
Ekkor

e ha f' > 0 minden x € (a,b)-re, akkor f monoton nbvekva,
e ha f' <0 minden x € (a,b)-re, akkor f monoton cs6kkend,

e ha f' =0 minden z € (a,b)-re, akkor f konstans.

Bizonyitas. Indirekten bizonyitunk: ha f nem monoton
novekvd, akkor van olyan z1 < x5 (a,b)-ben, hogy f(x1) >
f(xo). Lagrange ko6zépérték tétele miatt van olyan € € (z1, o),
hogy f'(¢) = £(22)=Ff(z1) - o Ez ellentmond feltételiinknek.

L2—X]

A masodik allitast kapjuk, ha —f-re alkalmazzuk az elsbt, mig
a harmadik az els® kettdbbdl azonnal kOvetkezik. O



Elemi fuggvények differencialhatésaga

Allitas.
o () =nz" 1, aholn e N természetes szam.
o (sinz) = cosxz

o () = Inaa®, ahola>0.

Bizonyitas. Kozismert azonossagot, illetve ™ folytonossagat
kihasznalva lathatjuk, hogy z. — xg esetén

e —xy  (xf — a:o)(x”_l + x”_zazo + ...+ :1:8_1) .

Ll — X0 Ll — X0




=1 4 :cn_zzvo + ... 4 xg_l — nazg’_l

Trigonometriai azonossagot, és a cosx folytonossagat alka-
Imazva adodik, hogy z, — xg esetén

sinxy, —sinzg _ 2sin 22570 cos Intoo

» COS x(

. . Sihx

hiszen |im =1
r—0 x
Az exponencialis esetben emeljunk ki a*0-at:
a a a
= q*0 — a0 lna

. L - at -1

hiszen mar lattuk, hogy Iim — = Ina. O

x—0 T



e Ezek utan konnyen adodik a tobbi trigonometrikus fuggvény
derivaltja:

(cosz) = (sin(g —z)) = —cos(g —x) = —sinz
(tg z) (sinx)’ cos?z + sin?x 1
r) — e e
COS x cos?2 x COS2
1
1\ — 1
(ctgz) = (_) =z — ___-
tgx tg “x Sin< x

e Lathatjuk, hogy kulonosen egyszeri az e derivaltfuggvényének
képzése: (e¥) = e®. A természetes alapl logaritmus
fuggvény derivaltja:

(Inz) =




e Tetszbleges « kitevdjl hatvanyfuggvény derivaltja ugyanugy
szamithato, mint a természetes szam kitevdjlé:

/ 1
(:Ba)/ — <ea|ﬂaz> — eozma:a_ N
I



LL"Hospital szabaly

Allitas. Tegylik fel, hogy az (xg,b) nyilt intervallumon
értelmezett, s ott differencialhato f és g fluggvényekre
im f(z) = 0 é |lim g¢g(x) = 0, tovabba ¢'(z) # O

x—xg—+0 x—xo+0
teljesiil. Ha a

/
im 17
z—x0+0 ¢'(x)
hatarérték léetezik, akkor a

A

im &)
x—xo+0 g(ac)
hatarérték is letezik, s e két hatarérték egyenlod.




Bizonyitas. Feltehetjuk, hogy f és g is xp-ban is értelmezett,
s ott O értéket vesznek fel. Rogzitett z-re tekintsik a h(t) =
f(t) — gggg(t) figgvényt minden t € [zg,xz]-re. h(xg) = O és
h(z) = 0, alkalmazhatjuk Rolle tételét: van olyan £ € (xq, ),

hogy h/(¢) = 0, azaz

f@) _ ')

g(x) ¢'(&)
Ha x, — xg, akkor az xzn-hez a fentiek szerint hozzatartozo &,
sorozatra is &, — xg teljesul. Ezért

f(xn) L f/(ﬁn)
oon)  gem




Allitas. Tegylik fel, hogy az (xg,b) nyilt intervallumon
értelmezett, s ott differencialhato f és g fluggvényekre

im f(z) =00 s |lim g(x) =o00. Ha a

x—xo+0 x—xo+0
/
im @) _
z—zo+0 g'(x)
hatarérték léetezik, akkor a
f(x)

lim
x—xo+0 g(a:)
hatarérték is létezik, s e két hatarérték egyenld.

e Mindkét fenti allitas akkor is igaz, ha a hatarérték
Kiterjesztett értelemben |étezik, azaz ha A = oo, vagy
A = —oo. A bizonyitast megfelelben kell modositani.



e Az allitasok akkor is érvényesek, ha xg helyett a végtelenben
(vagy minusz végtelenben) vett hatarértékeit vizsgaljuk
a fuggvényeknek. (Ugyanis egy =z = % helyettesitéssel a
fliggvényeknek az értelmezési tartomanyat "' ki-befordithatjuk’ .)
Természetesen ilyenkor a szoban forgd fuggvényeknek egy
(a,00), illetve (—oo,a) intervallumon kell értelmezettnek
lenni.

e A Dbizonyitott allitasok — feltételek teljesulése esetén —
un. 8, illetve % tipusu hatarértékek meghatarozasara ad
modot. Ezekre az esetekre visszevezethetdk a O - o0, a OO,
a 0oV, a 1°, a 0o — co tipusu hatarértékek, pl. a negyedik

esetben az

In f(x)
1
(f@)I) = e ()

atalakitas segitségével.




Konvexitas és a derivaltak kapcsolata

Mig a fuggvény elsd derivaltjanak elbjele a fuggvény mono-
tonitasaval van szoros kapcsolatban, addig a masodik derivalt
a fuggvény konvexitasaval.

Definicié. Egy [a,b] intervallumon értelmezett f filiggvényt
(alulrdl) konvexnek mondunk, ha barmely a < 1 < o < b
esetén minden A€ [0, 1]-re

fOz1+ (1 —Nzx2) < Af(x1) + (1 —X) f(z2)

teljesiil. f konkav [a,b]-n, ha (—f) konvex.

A konvexitas szemléletesen nyilvanvaldéan azt jelenti, hogy az
[x1,xo] intervallum feletti fliggvénygdrbe az z1-hez és x»-hdz
tartozo gorbepontokat 0szekotd huar alatt halad.



Az [a,b]-n differencidalhaté fliggvények esetében a konvexitas
a derivaltfuggvény monotonitasaval fugg 0ssze, ezért kétszeri
differencialhatosag esetén a masodik derivalt eldjelével.

Allitas. Legyen f:[a,b] — R egy differencidlhato fliggvény.
f pontosan akkor konvex, ha f' monoton né.

f pontosan akkor konkav, ha f' monoton csékken.

Kovetkezmény. Egy kétszer differencialhato f:[a,b] — R
fliggvény pontosan akkor konvex, ha f" > 0, illetve pontosan
akkor konkav, ha "’ <O0.



Taylor polinom

Definicio. Az n-szer differencialhato
fila,b) — R fliggvény xg € (a,b)-beli n-edrendld Taylor
polinomjanak nevezziik az

n k) (o

k=0

(z — x0)"

n-edfokt polinomot, ahol f(0) = f.

A Taylor polinom hasznossagara az ad reményt, hogy az
f fuggvény és Taylor polinomjanak Ilegfeljebb n-edrendl
derivaltjai zg-ban megegyeznek: f(E)(zg) = T,gk)(a:o) kE =
0,1,...,n.



A koOzelités "josagat” a Taylor polinomnak az f fuggvénytdl
valo eltérése, az

Rn(z) = f(z) — Tn(x)

un. maradéktag tulajdonsagai jelzik. Ennek vizsgalatahoz
hasznos a maradéktag specialis eldallitasa.

Allitas. Ha f (n+1)-szer differencialhato xq egy kérnyezetében,
akkor az n-edrendid Taylor polinom maradéktagja

L (g)
(n+ 1)!
alakban adhato meg, ahol & xg és x koOzOtti, x-tdl is fliggd
ertéek.

Rn(z) = (z — )"t

e Azt a specialis esetet, amikor zg = 0, MaclLaurin
polinomnak is nevezik.



e Néhany fuggvény esetében konnyen felirhatd a fuggvény
Taylor polinomja, pl.:

— % fliggvény esetében az xg = 0-beli Taylor (MacLaurin)

polinom
2 3 n
Xr Xr xXr
Thiz) =142+ —+ —+...+ —
2| 3! n!
— a sinz flggvény zg = O0-beli Taylor (MacLaurin)
polinomja

3 .5 g2kt
T2k+1(ﬂ?)—fv—§+a-l-..-+(—1) 2k 1)

— az Inx fuggvény xg = 1-beli Taylor polinomja

Th(x) = (x—1)—

(r—1)2 (x—-1)3 o1 (x—1)"
B T G ) -



e A Taylor polinom a fuggvényértékek kozelitd kiszamitasara

hasznalhato. A fuggvényértéktdl valdo eltérés — a
hiba — a maradéktag vizsgalataval becsulhetd, pl. a
sinx flggvény esetében a harmadrendl T3(x) = Ta(x)

MacLaurin polinom 0,01 pontossaggal adja meg sinz
értékét az |x| < 1 intervallumban, hiszen

sin(3)(¢)
51

1

[Ra(z)| = < ol

i




A fuggvény szélsbOértéke |étezésének feltételei

Allitas. Legyen f (n—+ 1)-szer folytonosan differencidalhato xgo-
ban, és tegylik fel, hogy

f(z0) =0, ..., f™(zg) =0, T (20) £ 0.

Ha n + 1 paros szam, akkor f(”+1)(a:o) > 0 esetén f-nek xq-
ban helyi minimuma van, mig f("t1)(zq) < 0 esetén helyi
maximuma van.

Ha n 4+ 1 paratlan szam, akkor f-nek xg-ban nincs helyi
szélsbértéke.

Bizonyitas. A Taylor polinom maradéktagjanak eldallitas
alapjan, figyelembe véve, hogy a feltételek fennallasa esetén



Tn(x) = f(xzg), kapjuk, hogy

FrtD(6) (z — 2g)"+1

(n+1)!

Ha f(»t1)(z4) > 0, akkor a folytonos differencialhatosag miatt
van xgp-nak olyan kornyezete, hogy onnan valasztott 0Osszes
¢-re f(tL(¢) > 0. Ezért ha n 4+ 1 paros szam, akkor
f(x) — f(xg) > 0, tehat f-nek zp-ban helyi minimuma van.
Hasonléanf(”‘l‘l)(xo) < 0 esetén paros n + 1 mellett f-nek
helyi maximuma van.

f(x) = f(zo) =

Ha n + 1 paratlan, és pl. f("‘|‘1)(azo) > 0, akkor x > xy esetén
f(z) — f(zg) > 0, mig =z < zg esetén f(x) — f(xg) < 0, azaz
f-nek nincs xzg-ban szélsGértéke. O



e Fontos megjegyezni, hogy a helyi szélsOérték |étezésének

e tételben mondott feltételei nem mind szukségesek.
1

Ezt mutatja az e 22 fluggvény példdja, melynek ugyan
szélsbGértéke van 0-ban, de ott magasabb rendl derivaltjai
mind 0O-ak.

e Gyakori (és szerencsés) esetben mar a masodik derivalt
vizsgalata is elegendd: Ha f'(zg) = 0, és f"(xg) > O,
akkor f-nek zg-ban helyi minimuma van, mig f/'(zg) = O,
f"(zg) < 0 esetén helyi maximuma.



